AMPLIACION DE ANALISISMATEMATICO:
ECUACIONEDIFERENCIALESRDINARIAS

AA/\At
\/vv\

xO% 1 2 = fycos( t)

Renato Alv arez No darse






Diplomatura de Estad stica
\Ampliacon de AnalisisMatenatico".

Pr of. Renato Al varez Nod arse

Indice

Programa de la asignatura

1.

Intro duccion a las EDOs: la EDO lineal de primer orden

1.1. Ecuacionediferenciales\ordinarias” . .. ... ... .. .. ... ......
1.2. LaEDO linealdeprimerorden . . . . ... .. ... ... ... .. ...,
1.3. Algunas aplicacionesde las EDOs linealesde primer orden . . . . . .. . ..
1.4. Problemas. . . . . . . . ..

Otras EDOs de primer orden

2.1. Ecuacionesseparables . . . . . . . ...
2.2. Problemas. . . . . . ..
2.3. Ecuacionesgue sereducena EDOs linealeso separables . . . . . ... ...
2.4. LasEDOshomogneas. . . . . . . . . . i
2.5. Otras EDOs de primer orden:la EDO deClairaut . . . . .. ... ......
2.6. Ecuacionesexactasy factoresintegrantes . . . . . . .. .. ... ... ...
2.7. Aproximacionesnumericas:el metododeEuler. . . . . ... ... ... ...
2.8. Problemas. . . . . . . ...

Sistemas de EDOs

3.1. Laecuaconlineal YO= A(X)Y + B(X) . . . . . o o it
3.2. Los SEDO linealesconcoe cientesconstartes . . . . .. ... ... .....
3.3. La exponencialmatricial exp(xA) . . . . . . .. o e
3.4. El casode autovaloresmultiples . . . . . .. ... ... .. . L.
3.5. El SEDOlinealesno homogeneo. . . . . . . . . ... ... .. ... ...
3.6. Problemas. . . . . . . . ...

La ecuacion lineal de orden n

4.1. Solucon de la ecuacon lineal homogenea.. . . . . . ... .. ... .. ....
4.2. La EDO lineal de segundoorden no homogeneacon coe cientes constartes .
4.3. Aplicaciones. . . . . . . . e
4.4. Problemas. . . . . . ..

Soluciones de EDOs en serie de potencias

5.1. El metodo dereduccondeorden . . . .. ... .. ... ... .. .. ...,
5.2. Puntos regularesy singularesdeunaEDO . . . .. .. ... ... ......
5.3. La ecuacon hipergeonetricadeGauss . . . . . .. ... .. .. ... ...,
5.4. Problemas. . . . . . . . .

Los polinomios ortogonales clasicos

6.1. La ecuacon diferencialhhipergeonetrica. . . . ... ... .. ... ......
6.2. Los Polinomiosde Hermite, Laguerrey Jacobi.. . . . . ... ... .. ....
6.3. Los momertos de los polinomiosclasicos . . . . .. ... .. .. .......
6.4. Lasfuncionesgeneratrices . . . . . . . . . . ... e



6.5. Problemas. . . . . . . . . .. 67
. El teorema de existencia y unicidad para las EDOs 69
7.1. Problemas. . . . . . . .. 70
. La transformada de Laplace 72
8.1. Problemas. . . . . . . . . ... 73
. Anexo: Calculo de primitiv as 75
A.1l. Metodosdeintegracion. . . . . . . . . . .. e 76
A.2. Integracion de funcionesracionales. . . . . . . .. ... ... ... .. ..., 78
A.3. Integralestrigonometricas. . . . . . . . . ... 80
A.4. Integralesirracionales. . . . . . . . . ... 81
. Anexo: Algebra lineal 83
B.1. Sistemaslinealesy matrices. . . . . . . . . .. ... . L. 83
B.2. Formasescalonaday el algoritmo dereducconpor las. .. ... .. .. .. 84
B.3. Solucbn de un sistemade ecuacionedineales. . . . . ... .. ... ..... 85
B.4. Vectoresy ecuacionesnatriciales. . . . . . .. ... ... L. 86
B.5. Algebradematrices. . . . . .. ... 90
B.6. Determinanes. . . . . . . . . .. e 94
B.7. EspaciosVectoriales. . . . . . . . . ... 97
B.8. El problemade autovaloresdeunamatriz. . . .. ... ... ... ...... 102
. Anexo: Series de potencias 105
C.1. Propiedadesde las seriesde potencias. . . . . . .. ... .. .. ... .... 105



Diplomatura de Estad stica
\Ampliacon de AnalisisMatenatico".

Programa de la asignatura. Curso 2003/2004

Cap tulo 1: Intro duccion a las ecuaciones diferenciales ordinarias. La EDO lineal
de primer orden.

Motivacion de las ecuacionediferencialesordinarias (EDO). La EDO lineal de primer
orden. Teoremade existenciay unicidad parala EDO lineal de orden 1. Aplicaciones.

Cap tulo 2: Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Ecuacionesdiferencialesde primer orden. Ecuacionesseparables.Ecuacioneslineales.
Ecuacionede Bernoulli y de Ricati. Ecuacionedliferencialesexactas.Aplicaciones.Metodos
en diferenciaspara resoler EDOs de primer orden: El metodo de Euler.

Cap tulo 3: Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Sistemasde ecuacionediferencialesordinarias de primer orden. Sistemaslinealescon
coe cientes constartes. La matriz exponenciale® y suspropiedadesEjemplosy aplicaciones.

Cap tulo 4: Ecuaciones diferenciales de orden n.

EDOs de ordenn. Relacon con los sistemasde ecuacionesle primer orden. Ecuaciones
lineales.EDOs linealesde orden 2. Metodo de variacion de coe cientes. Reduccon de orden.

Cap tulo 5: Metodo de las series de potencias.

Metodo de integracion por series.Puntos regularesy singulares.La ecuacon hiper-
geonetrica de Gauss.La ecuacon de Bessel Aplicaciones.

Cap tulo 6: Polinomios ortogonales clasicos.

La ecuacon de tip o hipergeonetrico y sussolucionespolinomicas.Los polinomios clasi-
cos. Ortogonalidad y relacion de recurrencia. Formula de Rodrigues. Los momertos de las
distribucionescortinuas de probabilidad. Funcionesgeneratrices.

Cap tulo 7: EDOs: Existencia y unicidad de las soluciones.

Metodo de Picard. Teoremade existenciay unicidad para una ecuacon diferencial ordi-
naria de primer orden. Los sistemaslinealesy la EDO de ordenn.

Cap tulo 8: Ecuaciones en diferencias nitas.

Introduccion a las ecuacionesen diferencias nitas: Ejemplos. Existencia de la solucon.
La ecuacon de segundoorden de tip o hipergeonetrico. Polinomios clasicosdiscretos. La
ecuacon de Pearsony los momertos de las distribucionesdiscretasde probabilidad. Funcio-
nesgeneratrices.



Meto dolog a y Evaluacion

La asignaturaesta dividida en 3 horasteoricasy 2 horas practicassemanalesLas horas
de teor a sededicaran a la explicacbn de los principales conceptosy metodos de resolucon
de EDOs tanto de ordenuno comode ordenessuperiores.Ademas sedesarrollaian distintos
ejemplosque permitan aplicar y profundizar los metodos aprendidos.Las horaspracticasse
dedicaman a proponery resoler diversosejerciciosque permitan al alumno una compren-
sion masprofundadelos conceptogeoricosy quesirvan decomplemerno a lasclasedeoricas.

Al nal delcuatrimestreseseefectuamla un examen nal constituido por una parte teorica-
practica y otra de problemas. Para aprobar el examen es necesarioobtener al menos5
puntos. Tambien se entregaran varios proyectossobre temas relacionadoscon el programa
que complemetren los tratados en clase.Dichos proyectosson totalmente voluntarios y no
seran evaluadosen el examenaunquesi puedencomplememar la nota de este,solo en caso
de mejorarla.

Bibliograf a

Bibliograf a basica

= C. H. Edwards, Jr y David E. Penney Ecuacionesdiferencialeselementales.Pearson
Educacbn

= NagleR.K. y Sa E.B. Fundamentosde ecuacionesdiferenciales PearsonEducacbn.

Colecciones de problemas

= A. K. BOIARCHUK y G. P. GOLOVACH, Matematica Superiores.ProblemasResue-
tos: Ecuacioneddiferenciales(Anti-Demidovich) Vol 8, 9y 10 (URSS, 2002).

Bibliograf a complemen taria

= Braun M. Di er ential Ecuations and their Applications. Springer Verlag.

= Bugrov Ya.S.,Nikolski S.M. Ecuacionesdiferenciales.Integrales mltiples. Series. Fun-
cionesde variable compleja. MIR.

= Elsgoltz L. Ecuacionesdiferencialesy calculo variacional. MIR.

= Kisilev A., Krasnov M. y Makarenko G. Problemasde Ecuacionesdiferencialesordi-
narias. Ed. MIR.

= Marcellan, F., Casasis, L. y Zarzo, A., Ecuacionesdiferenciales:Problemaslinealesy
aplicaciones.McGraw-Hill.

= Rainville E.D., Bediert P.E. y Bediert R.E. Ecuacionesdiferenciales Prentice Hall.
= Simmons,G.F. Ecuacionesdiferenciales: con aplicacionesy notas historicas McGraw-

Hill.

Renato Alvarez Nodarse.Facultad de Matematicas. Despao: 1ler piso, Mod 15, No. 15-06



1 INTRODUCCION A LAS EDOS: LA EDO LINEAL DE PRIMER ORDEN 1

1. Intro duccion a las EDOs: la EDO lineal de primer
orden

Todos sabemosque esuna ecuacon. Por ejemplo

X2 2xX+1_

0)
x2 1

3+ 2=5; X2+ 4x = 3 X2+ 1= 0;
Estas ecuacionesguiza las mas sencillas,son ecuacionesalgebaicas ya que involucran solo
las operacionessuma, resta, multiplicacion y division. La incognita en estecasoesuna unica
variable x que puedeserreal o compleja. Por ejemplo, para la primera ecuacon esfacil ver
que x = 1 esla unica solucon posible, mientras que la segundatiene dos solucionesreales
X = 1y x = 3. La tercerasin embargo no tiene solucionesreales,pero si complejasx = 1.
Finalmente la ultima no tiene ninguna solucon puesla unica posible sera x = 1 que no
puedeser solucbn ya que la propia ecuacon no esta de nida enx = 1 (division por cero).

Hastaahorahemosvisto ecuacionessencillas" enel sertido quesu solucbn esun conjun-

to de numerosdeterminado. Existen ecuacionesnas\complicadas", las ecuacionegunciona-
les donde las incognitas son funciones.En ejemplo de estasson las ecuacionesdiferenciales
\or dinarias". Estas son ecuacionegjue involucran tanto a las funcionesbuscadascomo sus
derivadas\ordinarias". Por ejemplo,

yAx) = senx; yAx)=y; yAx) €™+ T7cosx = 0; yo{x)+ 3ydAx)+ 2y(x) = 2cos(X):

Estasecuacioneson el objetivo del presene curso. Es facil entender que el problemade
encorrar la solucon de las ecuacionediferencialeses mas complicadoque el de los casos
anteriores. En primer lugar por que estamosbuscandofuncionesde X y no simplesvalores
de x. En segundo,porque tarde o temprano tendremosque calcular primitivas lo cual es
bastarte complicadoen general.

1.1. Ecuaciones diferenciales \ordinarias"

Nos certraremos en las ecuacioneslel tip o
F(xy;yey®@: oy = o; (1.1)

dondey = y(x) escierta funcion n vecesderivable en algun intervalol  R. Diremos que
una ecuacon diferencial del tip o (1.1) esde ordenn si en ella aparecela derivada y(™, es
decir el ordende una EDO coincidecon el mayor ordende la derivadade la funcion incognita
y. As, por ejemplola ecuacon y°+ 3y = 2 esde ordenuno, y°% & 1= 0 esdeordendos,
y® + 3senx y°= 0 esde orden cinco.

Diremosquey = y(x) esuna solucon dela (1.1) encierto dominio A R si al sustituir
la funciony = y(x), (1.1) setransforma en una idertidad paratodo x 2 A, 0 sea

y = y(x) essoluconenA ()  Fyx):yY(x);::;y™M(x)) = 0; 8x 2 A:

Nuestro principal objetivo es aprender a resoher EDOs. En particular el denominado
problemade valores iniciales (PVI), esdecir encorrar aquella solucon y de la ecuacon
F(x;y;y%y%::::y(M) = 0 que cumpla con las condicionesiniciales

y(xo) = Yo YAxo) = ¥% i ¥ V(xo) =y Y:
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1.2. La EDO lineal de primer orden

De nici on 1.1 La ecuacion

dy(x)
dx

+a(x)y(x) = ix);  a(x);b(x) 2 C;: (1.2)

(comoincognita tenemosa la funcion derivabley(x)) sedenominaecuacion diferencial lineal
de primer orden. Si b(x) 0 la ecuacion se denominaecuacion homayenea y si b(x) 6 O,
ecuacion no homagenea.

La solucon generalde (1.2) seexpresade la forma

R R z R
y(x) = Ce a(x) dx + e a(x) dx e a(x) dx ux) dx (1_3)
: . o d
Ejemplo 1.2 Encontrar la solucion de la ecuacion lineal % + Xy = 2X.

Tenemos
Z

2 K2 2 2 K2 x2 X2

y=Ce z+e z ez2xdx=Ce zZ+2 zez=Ce 7 +2

De nici on 1.3 El problemade enmntrar una solucion dela ecuacion (1.2) con la condicion
quey(x) tome cierto valor yo cuandox = Xo sedenominaproblemade valoresiniciales PVI
para la EDO lineal de primer orden, 0 sea,

dy(x)
dx

+a(x)y(x) = bx);  ax);bx) 2 C; y(Xo) = Yo (1.4)
Ejemplo 1.4 Resolverla EDO del ejemplo1.2 con la condicion inicial y(0) = 1.

Comola solucbn generalesy(x) = Ce i 2,tenemosy(0) = 1= C+ 2,dedondeC = 1
2

yy(x)=2 e 7.

Teorema 1.5 (existenciay unicidad de la solucion del PVI para una EDO lineal 1er orden)

Se el problemade valores iniciales (1.4). Si a(x) y b(x) son funciones continuas en
cierto intervalo I R quecontengaal punto xq 2 |, entonees, para cualquiea sea el valor
Yo, existeuna unica solucion del problemade valoresiniciales (1.4).

En general,la solucon del PVI es
Z X z t z X VA t
y(X) = yoexp a(s)ds + exp a(s) ds exp a(s)ds bt)dt : (1.5)

Xo Xo Xo Xo
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1.3. Algunas aplicaciones de las EDOs lineales de primer orden

Ejemplo 1.6 Encontrar una familia de curvasy(x) tal queel segmentode la tangentet a
la curvay en un punto cualquiea P (x;y) dibujadoentre P y el eje Oy quele bisecado por el
eje Ox. yo= 2y=x

Ejemplo 1.7 Encontrar una familia de curvasy(x) tal quela pendientede la tangentet a
la curva y en cada punto sea la sumade las coordenadasdel punto. Encuentra adenas la
curva que pasapor el origen.

Ejemplo 1.8 Sesale quela intensidadi del circuito electrico representadoen la gura 1
est golernadapor la ecuacion diferencial

di :

L—-—+ Ri=U;

dt
dondelL esla impedancia, R la resistenciay U el voltaje. Suppngamosque el voltaje U es
constantey quei(0) = io. Encontrar la dependenciade i resgcto al tiempo t. Realizar el
mismo estudiosi U = Upsen( t).

Y

P(xy) R

(x/2,0) X

Figura 1: Curva del ejemplo 1.6 (dereda) y circuito electrico del ejemplo 1.8 (izquierda)

Ejemplo 1.9 La ecuacion barometrica de Pasal esla EDO

pXh) = p(h); > 0;

dondep esla presion en funcion de la altura h. Si h = 0, la presion al nivel delmar (1 atm).
>Como var a la presion con la altura?

Ejemplo 1.10 La desomposicion radioactiva

Si N esel numerode atomosde una substanciaradioactiva, ertonces

Nerm) No= Noh () D ROy,
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Sierra | altura maxima (metros) | presion (atm) |
Grazalema(Cadiz) 1654 0.81
Picosde Europa (Cantabria) 2648 0.71
SierraNevada (Granada) 3478 0.64
Teide (tenerife) 3710 0.62
Everest(Himalaya) 8848 0.32

Sih! 0, ertoncespodemosaproximar la ecuacon anterior mediarte la siguierte EDO

Nq) = N (b); N (to) = No: (1.6)

Sellama per odo de semi-desintgracion al tiempo necesarigpara disminuir en la mitad
el numero de atomos,

% “Nee T: ) _ Ingz _ 0,6?r3147:
Elemerto Perodo T
Radio 226! Plomo 214 1600aros | 0.000433217/aros
Plomo 214! Plomo 210 47 min 0.0147478L/min
Plomo 210! Polonio 210 22 aros 0.03150671/aros
Polonio 210! Plomo 206 138d as .005022811/dias
Carbono14! Nitrogenol4 | 5568aros | 0.000124488/aros
Uranio 238! Torio 234 4;5110 anos| 1;5101210%° 1/aros

En muchoscasosun elemetto radioactivo puedeobtenersea partir de otros mediarte una
cadenaradioactiva. E.g.

Uranio 238 > Torio 234 = Uranio 234 = Radio 226

Y

Plomo 206 -«—— Polonio 210 ~«—— Plomo 210 -«—— Plomo 214

As, por ejemplo,si estudiamoda cartidad de Plomo 210quehay enunamuestratenemos
guetener encuerta no solo la cartidad que sedesirtegra sinola que aporta cualquierade los
elemenos queaparecernpor encimadeel enla cadenaradioactiva. Por ejemplo,practicamernte
en cualquier muestra que tomemossiemprehay una determinadacantidad de Radio 226, lo
gue implica una aportacion a la cartidad de Plomo 210desplesde varias desirtegraciones.
Si llamamosa esaaportacion r(t), ertoncesla ecuacon que gobiernala desirtegracion del
Plomo 210esla siguierte

Nqt)= N () +r(t);  N(to) = No; (1.7)
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donder(t) represema la cartidad de atomosde Radio que sedesirtegra en la muestra. La
solucon de la ecuacon anterior esfacil de enconrar usandola formula (1.5).

1.4. Problemas

Problema 1.11 Decide si las funcionesy(x) de nidas explcitamente o impl citamente son
solucionesde la EDO F(x;y;y) = 0 daday determina la region de R dondedicha solucion
est de nida:

1. f(xy)=y €+2=0, Fxy;y9)=y® y®=0
fxy)=y 5=0 Fxyy)=xy+y y*=0
f(xy)=x2+y*> 25=0, F(xy;y)=yy’+x=0
fGy)=x3+y> Xy=0 F(xyy)=(> x)y° y+x*=0

2

3

4

5. f(x;y)=x2+y? 25=0, F(Xy;y9=yy’+x=0

6. f(Gy)= "TFR@ y=0, Fayy)= (L+x)y° xy=0
7. fxy)=eX+e& X 1=0 F(xy;y)=e Y+e Xy0=0
8. f(xy)=x2+y*+1=0, F(xy;y)=y’+y=x=0
Problemas de EDOs lineales

Problema 1.12 Encuentra la solucion generl de las siguientesEDO lineales de primer
orden

1. y°+ ycosx=0
p

2. y+y x=0

3. Yo+ Xy = X

4. YO+ y= xe

5. y%+ x%y = x?

6. xy’+y=x3

7. y°= (y+ e ¥)tanx

8. yo+ 2y=f(x), f(x)= 3e ¥,

9. y%+ xy = f(x), f(x) = 3=4e %, f (x) = senx
10. xy%+ y cosx = 1=2sin(2x)

11. xy%+ y = xsenx

Problema 1.13 Encontrar la solucion genearl de las siguientesecuacionesdiferencialesy
la solucion correspndiente a las condicionesiniciales indicadas:

1. yo=3y+ e, y@)=0.
2. y’=o6y+ x? y() =2
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3. y’=vy+ e *sen2x), y(0)= 1
4. (1+ x2)y°+ 4xy = x, y(1) = 1=4.

5. Y +y=g), ¥O=0 gx= o > 1 *

t
; t>1
Problema 1.14 Encontrar la ecuacion de la familia de curvastal que el sgmento de la
normal entre la curvay y el eje Oy es bisecionado por el eje Ox. Encontrar la curva que
pasapor (4;2). (sol. x2+ 2y? = 24).

(x12,0) ) X

P(xy)

n

Curva del problema1.14.

Problema 1.15 a) Pruehla quecualquiersolucion y(x) de la ecuacion
y’+ ay = be &; a;c2(0;1); b2R;
estal quexl!lm y(x) = 0 independientementedel valor y(0) = yj inicial.
b) Pruela quecualquier solucion y(x) de la ecuacion
y+axy=bx); ax) c>0 82R; Imbx)=0 a(x);bx)2Cr;

estal quexlllm y(x) = 0 independientementedel valor y(0) = yj inicial.
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2. Otras EDOs de primer orden

2.1. Ecuaciones separables

Comenzaremogor las ecuacioneseparables.Supongamosque la funcion f (x;y) en la
EDO

yo=f(x;y) (2.1)

admite la factorizacion f (x;y) = a(x)b(y). Cuando esto ocurre sedice que la EDO (2.1) es
una ecuacon separable.Un ejemplotrivial de ecuacon diferencial separableesla ecuacon
diferencial lineal homogenea(1.2) cuandob 0.
En generaltenemos
Z z

O Yay=  amdx

b(y)

dy _ dy _
g = 200N () = aldx

luegola solucibn de la ecuacon separablees
Gly(x)] = A(x) + C;
dondeG(y) esuna primitiv a de 1=Ky) y A(x) esuna primitiv a de a(x).
Ejemplo 2.1 Resolverla ecuacion y°= x=y.
Usandolo anterior tenemos
ydy=xdx () Vy?’=x%®+C:

La expreson anterior de ne una familia de curvas en R? gue son solucon de la ecuacon
diferencial propuesta. En generalla solucon esy(x) = C + x2, dondeel signo+ o
dependeia de las condicionesiniciales. Por ejemplopsi nosinteresael PVI con la condicion
y(0) = 3, entoncesC = 9y la solucbn sema y(x) = 9+ x2.

2.1.1. Aplicaciones

Ejemplo 2.2 Supngamosquetenemosuna reaccion qumicaA+ B! Cyqueent=20la
concentracion de A esay la de B esh. Sesate quela velcidad la velacidad de formacion
de C esproporcional a la concentracion de A y B. Lo anterior nos condue a la EDO

x’={(a x)(b x); x(0) = 0; (2.2)
donde{ esla constantede proporcionalidad.

Supongamosgue a 6 b, entoncestenemos

dx
(@ x)(b x)

a X
b x

={dt =) Iogz—)): =(a bh{t+C; =) = Ccel@ bt

comox(0) = 0, C = a=h luego

1 ela bit
= ab————!
X(t) = a b ad@ Bl

Ejemplo 2.3 La velaidad de es@pe dela Tierra
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Nos interesaresoler el problemade encorrar la velocidad de esca al espacioexterior
de un cuerpo que se encuerre en la super cie de la tierra. Si usamosla ley de Newton

tenemos
dv _ GM+ .

dt rz '
donde G esla constarte universal gravitatoria y Mt esla masade la tierra. Comog =
GM=R?, siendoR el radio de la tierra (que supondremosuna esfera),tenemosGM = gR?2.
Obviamene r varia con el tiempo por lo que la ecuacon anterior setorna algo complicada
a simple vista. Usandola regla de la cadenatenemos

dv_  gR?%
Var T ez

La solucon de estaEDO usandoel metodo de separacon de variablesesv? = 2gR?=R+ C.
Supongamosque vy esla velocidad inicial del cuerpo sobrela super cie terrestre, ertonces,
la velocidad del cuerpo a cualquier distancia de la tierra viene dada por

20R
V2 = gT+v§ 20R:

Para que nuestra nave escag de nitiv ame[g[e de la tierra essuciente quev 0 cuando
r ! 1, locual nosconduceal valor vq 2gR. Poniendolos datos R = 6400000metros
g = 9;8m=s? obtenemosvy, = 11200n=s= 11;2Km=s.

Ejemplo 2.4 La cada de un cuerp en un medio vismso se puede modelizar mediante la
ecuacion para la velacidad v(t)

V=g v’ v(0) = Vvo; (2.3)
dondegy sonciertas constantes(la gravedady la visoosidad).

Resohamosla ecuacon

z z
dv Y odv 1Y dv 2
= dt :) t to= = = — =
g Vv wd VIog o, 1 A g
Escgamosr = 2, por ejemplo. Entonces
Z \"
dv 1 1+'v)(1 'v
S N EA CRILAL RS
wl 2 2 @ 'v)y(d+"!wv
Despejandov tenemosla solucon
1+ivo e29! (t to) 1 r
v(t):il'v‘) - 1= —>0
! 1+! vg 2! (t to) + 1 g
1 !vg

Como! > 0,entoncessit! 1 elcuerposolopodraalcanzarla velocidad | mite vy = 1=!
independierte del valor vq inicial.

Ejercicio 2.5 Resolverel casor = 3.
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2.1.2. El modelo de crecimien to de poblaciones

Imaginemosque tenemosuna poblacion de cierta especie (consideraremosjue tenemos
un numerobastarte alto deindividuos) y seap(t) el numerodeindividuos de dicha especieen
el momerto t (evidertemerte p(t) 2 N). Sear (t; p) la diferenciaertre en ndice de natalidad
y mortalidad de la poblacion. Supongamosque la poblacion esta aislada (0 sea, no hay
emigracon ni inmigracion). Entoncesla variacion p(t + h)  p(t) esproporcional a p(t)h y
el coe ciente de proporcionalidad esr (t; p). Luego

p(t+h) pt)=r@Eppt)h; h! 0 =) pYt) = rt; p)pt):

La ecuacon mas sencilla posible se obtiene si consideramog (t; p) = r, constarte. As, la
poblacion de individuos de la especiepuedeser modelizadamediarte el PVI

p{t) = rp(t);  p(to) = po; > O; (2.9)

cuya solucon p(t) = pe€ 9. El modelo anterior se concce como modelo de Malthus o
modelo maltusiano puesfue propuestopor el economistaingles ThomasR. Malthus (1766{
1834).Sir < 0 la especieestacondenadaa la extincion y sir > 0 estacreceen proporcion
geonetrica.

Aunque el modelofuncionarazonablemete bien para poblacionesggrandes,hay quehacer
varias correccionegpuessi p(t) empiezaa crecerdemasiadchabra muchosotros factorescomo
la falta de espacioo de alimentos quefrenara el crecimierto. Por tanto variosarosdesplesen
1837un matematico y biologoholandes,P. F. Verhulst, propusoun modelo algo masrealista
concacido comoel modelo log stico. Verhulst razono que como estadsticamerte el encuertro
de dos individuos es proporcional a p?> (>por que?) ertonces tendremos que sustraerle al
termino rp un termino cp?, de forma que la EDO que modelizauna poblacion sera

pAt) = rpt) cp(t);  p(to) = po; r;c> 0 (2.5)

En generalc ha de ser mucho mas pequeto
quer yaquesir noesmuy grandela EDO (2.4)
es una aproximacion bastarte buena, pero si p
comienzaa crecerdemasiadoerntoncesel termi-
no cp’ no sepuedeobviar y termina frenando
el crecimierio exponencial. Resolviendola EDO
(2.5) tenemos

rlc

_ rpoer(t to) .
0 }t t Ademas,| my; p(t) = r=cindependiertemerte

de po. En el casocuandoO < pg < r=cla ew-
Figura 2: Evolucion de la poblacion segin lucion de la poblacion esta represetada en la
el modelo log stico 2.5. graca 2.

Este modelo seha comprobadocon varias es-
peciesy ha dado muy buenosresultados, en particular, el hedio de que la poblacion se
estabilice ha sido comprobadoen distintos experimertos con parameciosobteniendoseuna
gran concordanciaertre los resultadosteoricosy experimertales.
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2.2. Problemas

Problema 2.6 Encuentra a ser posibletodaslas solucionesy(x) de nidas explcitamente si
se puade o impl citamente de las EDOs siguientes

1+ x2)y°= 1+y?

yo= xy(y + 2)

y(1+ x%)y°+ x(1+y?) =0
yo=1 x+y? xy?
cotg(y)y°= x*+ 2
(xlogx)y’+ © T+ yZ =0
cosfy)y’+ e* tany = 0

© N o g bk W b m

(xy + y)yo+ &°(x2+ 2x + 1) = 0

Problema 2.7 Encuentra las solucionesy(x) de los siguientesproblemasde valoresinicia-
les:

y°=y(a+ by), y(xo) = Yo > 0, a;b> 0.
(1 x)y°= (x+ 1)y, y(0)= 0
yy’+ x 3xy?=0,y(2) =1

cosf)y’= 5F y(1)= =2

1+x2 1

3xy%= ycosx, y(1) = 0

o a0 M 0w dRF

x2y% 1= cos(®), I mu y(Xx)=5 =4
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2.3. Ecuaciones que sereducen a EDOs lineales o separables
2.3.1. Ecuaciones reducibles a EDOs lineales: Las EDOs de Bernoulli y Riccati

En 1695Johann Bernoulli propusola resolucon de la EDO
yo+ a(x)y = b(x)y": neé 0;1: (2.7)

La resolvio su hermanoJacob en 1696.Ese mismo aro Leibniz propusoel cambio z = y* "
que transformabala EDO (2.7) enuna EDO lineal. En efecto,haciendo

z=yt " 2= (@ nmy ™S =) 2%+ (@1 maz= (1 n)bx);
queeslineal y por tanto podemosusar la formula (1.3) para resoherla.
Ejemplo 2.8 Resolverla EDO y° 1=(3x)y = y*logx.

Esta ecuacon esuna EDO de Bernoulli conn = 4. Hacemosel cambio z = y 3, y tenemos
yo=  y*y%3,y = y*z, luegola EDO setransformaen

1 C 3 3
0y =5 = .= - = ° + Oy
z Xz 3logx; =) z < 2x logx 4x,
de donde obtenemos
cC 3 1=3
= — — + —
y x 2x logx 4x

Pasemos estudiarla EDO deRiccati. En 1724Jacopo FrancescdRiccati estudio la EDO

yo+ p(x)y + a(x)y? = f (x); (2.8)

gue hab a consideradoaros antes Jacob Bernoulli. La ecuacon anterior generalmete es
imposible de resoler analticamente (en cuadraturas) a no ser que se sepauna solucon
particular y,. Supongamosqgue y, esuna solucon particular de (2.8), y hagamosel cambio
z=Yy Y, Obtenemos

2%+ [p(x) + 20(x)]z + q(x)z* = O

que esuna ecuacon de Bernoulli la cual mediarte el canbio w = 1=z podemosconvertir en
una lineal.

En general,dadauna EDO de Riccati (2.8), mediarte el canbioy = y,+ 1=z, la podemos
convertir enuna EDO lineal. Veamosun ejemplo.

Ejemplo 2.9 Resolverla EDO de Riccati y°= y? 2=x°.

La forma de la EDO nosinduce a buscaruna solucon del tipo y = ¢c=x. Sustituyendoen la
EDO descubrimogquelasfuncionesy = 1=xey = 2=x sonsolucionegarticulares. Usemos
la primera para resoler la EDO. Hacemosel canbio y = 1=x+ 1=z,

1 2 2
0_ . — 0 — .
= - = = z+-z= L
y Xz z? ) X
La solucibn la encortramos usandola formula (1.3) que nosda

R S
x2’ y x C x3

z= 24
3
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2.3.2. Ecuaciones del tip o y°= F(x + )

Seala EDO
y'= F(x + y); (2.9)
y hagamosel cambio z = x + vy, ertoncesz®= + V° luego (2.9) setransformaen la
EDO separable 7
dz
0 - - .
z’= + F(2); =) F F@ X+ C:

Ejemplo 2.10 Resolverla EDO y°=y x 1+ —

X y+2°

Esta ecuacon puedeserescritaenla formay®= F(x + y) sihacemosz =y X, ertonces
F(z)=z 1+ 152 2z). Comoz’=y® 1tenemos

luegola solucon en cuadraturases
logj(z 2)* 1j=x+C; =) (z 2® 1=Ce; =) z=2 P Ivce

por tanto y = 2+ X P 1+ Ce*. Noteseque hemosdividido por (z 2)> 1 por lo que
podemoshaber perdido solucionesEn efecto,como(z 2)> 1= Oseanulaenz= 1y 3,
podemosperder las solucionesy = x + 1ey = x + 3.

2.4. Las EDOs homog eneas

Un tip o especialde EDOsresolublessonlas denominada€EDOs homogeneasUna funcion
f (x; y) sedenominahomogeneade ordenk si paratodo x;y y paratodot 2 R, f (tx; ty) =
t*f (x;y). Ademas, si f eshomogeneade orden 0, ertoncesf (tx; ty) = f (x;y). Seaf una
funcion homogeneade orden 0. Seay = ux. Entonces

f(x;y) = f(x;ux) = x% (1;u) = g(u) = g(y=x);

0 sea,toda funcion homogeneade orden 0 esuna funcion de y=x.

Supongamosque tenemosla EDO y°= f (x;y) y f esuna funcion homogeneade orden
0, entoncesla EDO anterior setransformaenla EDO

yo=f (y=x): (2.10)

A la ecuacon y° = f (y=x) anterior sele sueledenominar EDO homogenea.Si hacemosel
cambio y = ux, entoncesy®= xu®+ uy la EDO (2.10) setransforma el la EDO separable

xu®+ u = f (u); U= y=x;

que sepuederesoler en cuadraturasya que esuna EDO separable
Z
du _ logixi + C:

Ejemplo 2.11 Resolverla EDO y°= (y + P X2 y2)=x.
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Seaf (x;y) = (y+ P x2 y?)=x, esfacil comprobarquef (tx; ty) = f (x;y), as que hacemos
el cambioy = ux y obtenemossiué 1,

p du dx
O: 2- = ‘pi = —°
*u 1ouws 3 1 u x'

de dondesededuceque
arcsenu = logjxj+ C () arcsenfy=x) = logjxj + C:

Ahora bien, comohemosvisto u 6 1, lo que puedehacernosperderlas solucionesy =  X.
Sustituyendoy = 1 enla EDO inicial comprobamosgquey = x ey = x sontambien dos
solucionesde la EDO original.

2.5. Otras EDOs de primer orden: la EDO de Clairaut
La EDO

y = xy°+ f (y9; f derivabley con primera derivada cortinua (2.11)

sedenominaEDO de Clairaut en honor a Alexis Clairaut que las estudio en 1734.Vamosa
intentar encorirar algunasolucon de la EDO Clairaut para lo cual derivamos(2.11)

yO= xy®+ yO+ FYIY° () [x+ FAYIYP=0;

de dondededucimosqueo y°°= 0 o0 x + f {y9 = 0. La primera condicion nosda una familia
de rectasy = mx + n. Lo curiosode esta EDO esque la envolverte! de todas las rectas
tambien essolucion. Para descubrir cualesson las rectas solucon basta notar que si y°= c,
ertoncesla EDO nosda la ecuacony = xc + f (¢), ¢ 2 R. Para encorirar la otra solucon
usamosque x = f qy9. Luegosi hacemosy® = t, siendot un parametro real tenemosla
siguierte solucibn parametrica conccida comunmerte como solucbn singular

8
< x= fqt);
y = xt + f(t):
Ejemplo 2.12 Resolverla EDO y = xy°+ (y92.
Esta esuna EDO de Clairaut conf (z) = z?, luegolas solucionesson las familias de rectas
y = cx+ ¢
y la solucbn singular
8
< X= 2t

y = xt+ t?

!La envolvente de una familia de rectas (curvas en general) esuna curva que estangerte a todas dichas
rectas (curvas).
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2.6. Ecuaciones exactas y factores integran tes

Seauna EDO del tipo y° = f(x;y). Esta claro que si la EDO anterior la podemos
reescribiren la forma %( (x;y¥)) = 0, paracierta funcion (x;y), entoncesla solucion de la
EDO sea (x;y) = C.

Nuestro objetivo en este apartado es estudiar cuandouna EDO se puedeescribir de la
forma anterior. Por corvenienciareescribiremoda EDO y°= f (x;y) enla forma equivalerte

N (x; y)y°+ M (x;y) = O: (2.12)

La EDO (2.12) tendra una solucon en cuadraturasdeltipo (x;y) = C siy solosi(2.12)
es equivalernte a la expreson %( (x;¥)) = 0,0 lo queeslo mismo, (x;y) = C esuna
solucon de (2.12) si y solo si (2.12) sepuedereescribirde la forma %( (x;y)) = 0.

Como

@ky), @xy @ _ @y  @Ky)n.
@ Q@ @ @ @ °

erntoncesla EDO (2.12) sepuedeescribir de la forma %( (x;y¥)) = 0siy solo si, dadasdos
funcionesM (x;y) y N(x;y) existe una funcion (x;y) tal que

@ (x;y) @(x;y)
@ @

Por ejemplo,la EDO x + yy°= 0 sepuedeescribirenla forma & [x*+ y?] = 0y la EDO
2x  exp(x +Yy)+ [2y + exp(x + y)]y’= 0 sepuedeescribircomo L[x?+y? exp(x+y)] = 0.

En generalno estrivial deducirsiuna EDO deltip o (2.12) sepuedeexpresarde la forma
%( (x;y¥)) = 0. Por ejemplo, no esfacil intuir quela EDO

Y P
0= () =

= M(x;y);

= N(X;y): (2.13)

y® + ye' cosky) X—?’Z + [3xy? + & senky) + xe¥ cogxy)]y’= 0

sepuedeescribir como

I xy® + € senfy) + ; =0

Obviamerte no cualquier EDO del tip o (2.12) sepuedeescribir de la forma %( (x;y)) =
0, por ejemplo,la EDO lineal (1.2) y°+ [a(x)y b(x)] = O.

As surgela pregurta >cuandola EDO (2.12) sepuedeescribirdela forma %( (x;y)) = 0,
y por tanto su solucbon es (x;y) = C?. La respuestala da el siguierte

Teorema 2.13 Sean M (x;y) y N(x;y) dosfuncionestales que existan todas las derivadas

parciales2-, &, % y % y san funcionescontinuas en cierto dominio?> 2 R2. Entonces,

para queexistauna funcion (x;y) tal quese cumplala condicion (2.13)
@(xy) _ @(xy) _
@ @

esnecesarioy su ciente que

A (xy) _ @I (xY).
@ @

2Por dominio entenderemosun conjunto abierto de R? y convexo, o sea,sin agujeros.

M (X;y); N (X;y);

8(x;y) 2 (2.14)
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De nici on 2.14 Una EDO del tipo (2.12) sellama exactasi N y M son funcionestales
@N(xy) — @M (xy)
que=g= = =g~

Corolario 2.15 Paraquela EDO (2.12) sea exactaesnecesarioy su ciente quese cumpla
la condicion (2.14) en cierto dominio R2. Adenas, toda EDO exactatiene una solucion
en cuadmaturas en , esdecir existe una funcion (x;y) tal que (x;y) = C, dene la
solucon de (2.12) en

Ejemplo 2.16 Decidir sila EDO
(2x+y senx)+ (3y?+ cosy + x)y°= O
esexacta,y enmntrar su solucon.

En estecasoM (x;y) = 2x+y serx y N(x;y) = 3y?+ cosy+ X, luego 24E) = 1 = &L,
luegosegqin el corolario 2.15esexacta. Vamosa resoherla. Comola EDO esexactaertonces
existe (x;y) tal quesecumple (2.13), o sea,

@(x;y)

@(y) _ =2x+Yy senx; a = 3y’ + cosy + x:

@

De la primera deducimos

(X;y) = X%+ xy + cosx + h(y):
Para calcular h(y) usamosque (x;y) = C, luego

@(@y) = x+hly) = 3y*+cosy+x; =)  hiy)=3y*+cosy; =) h(y) = y>+seny,

y la solucn, en cuadraturas,es (x;y) = x?>+ xy + cosx + y3 + seny = C.

Obviamerte pod amoshaber comenzadaor la segundaecuacon € (Xy) = 3y2+ cosy+ X,
erntonces
(x;y) = y* + seny + xy + g(x);
pero
@(@;,y) =y+gix)=2x+y senx; =) g(X)= x?+ COsx;

as (x;y)=y®+ seny+ xy + x>+ cosx = C.
Ejemplo 2.17 Comprolar si la EDO lineal (1.2) esexacta.

En estecasoy®+ [a(x)y ©h(x)] = 0, luegoM (x;y) = a(x)y h(x) y N(x;y) = 1, luego

dLy) g ELEY) as que no esexacta. >Que haceren estecaso?

(xy) 6 @ (x;y)_

De nici on 2.18 Una EDO deltipo (2.12) esinexacta (o no esexacta)si @"@ &
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2.6.1. Factores integran tes

De nici on 2.19 En geneal, dadala EDO (2.12), se dice que (x;y) 6 0 esun factor
integrante de (2.12) si la EDO (x;y)M (x;y) + (X;Y)N(x;y)y° esexacta.

Ahora bien, una EDO esexactasi y solo si setiene la condicion (2.14), luego (x;y) ha
de satisfacerla ecuacon

@ YM(Xy) _ @ YIN(XY)

@ ) @
siy solo si
M EE2 v o PE =N EEL ¢ i Eg @as)

Es decir, una ecuacon inexactatiene un factor integrante (x;y) siy solosi (x;y) cumple
conla condicion (2.15).

Por ejemploconsideremosa EDO x?seny + xeYy°= 0. Obviamerte no esexacta. Enton-
ces,para que admita un factor integrante (X;y) estedebe satisfacerla ecuacon

@(x;y) @(x;y)
@ @

x2 seny + (X;y)x?cosy = xe¥ —=2L + (x;y)€’;

la cual esno trivial de resoler. De hedo en la mayor a de los casosla ecuacon (2.15) es
mascomplicadade resoher quela EDO original, por tanto el usode estaestara restringido a
aquelloscasosen los que (2.15) esfacilmerte resoluble.Veamosa cortinuacion dosde ellos:

1. cuandola funcion esuna funcion que solo dependede x o sea, = (X)
2. cuandola funcion esuna funcion que solo dependedey, osea, = (Y).

En el primer caso(2.15) nosda

@ (x;y) @(x) @ (X;y)
(X) ——— a —N(Xy)@+(X) &
luego
@1 (x;y) @N(xy)
1dXx_ @ @ _ o
) dx - NGoy) oY)

La expreson anterior essencillade rgsoler si la funcion R(x; y) de la dereda esuna funcion
solo de x, encuyo caso (X) = exp( R(x)dx).
En el segundocasotenemos

M(x;y)@éy)+ (y)@/l(g;y): ()@d(x y).
luego
@N(xy) @(xy)
1d(y) . @& @ _ o
v dy - Mocy) oY)

La expreson anterior essencillade ggsoher sila funcion S(x; y) dela dereda esuna funcion
solo dey, encuyo caso (y) = exp( S(y)dy).
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Ejemplo 2.20 Resolverla EDO (x?> serfy) + xsen()y°= 0.

@1(x;y) @(xy) _ @n(xy) @N(xy)
@ @ @ @&

luego (x) = 1=x2. Multiplicando la EDO por 1=x?> obtenemosla EDO exacta

2 0
N(Xy) = Sl

2senzy); =)

serfy . sen(3)

1 X2 X Y= 0
= @(xy) _, sery. 5 ey) = x+ serfy | hy):
& o Yy : y);
y
28N - B ) =Ny = B 9 w0 9 )=

: S — Ry _
y la solucon es,por tanto, (x;y) = x+ =2 = C.
Ejemplo 2.21 Resuelvela EDO

(x®=y+ Bxy)y+ (x*+ y?) = O:

Tenemos
@I(y) @N(GY) _ 3, 5 . _ A (%y) @(xy) oy 3 0
o &=y ) = o MOy =2

luego (y) = y3. Multiplicando la EDO por y3 obtenemosla EDO exacta
(Cy? + xy“)y’+ (x’y° + y°) = 0:

Usandoel metodo descrito tenemos

. 3,3
7@(@;’” = )(2y3 + y5; =) (x;y) = % + Xy5 + h(x);
y
Lgy) =%+ Bxy* = N(xy) = X2+ 5xy* =)  h{x)=0, =) h(x)=C;

y la solucbn es,por tanto, (x;y) = ix%y®+ xy® = C.
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2.7. Apro ximaciones numericas: el metodo de Euler
2.7.1. El metodo de Euler

Como ya hemosvisto sonpocaslas EDOs que se puedenresoler analticamerte, espor
ello que senecesitade metodos ables para obtenerla solucon de una EDO numericamerte.
Supongamosque queremosresoler el problemade valoresiniciales

d)c/JE(X) =15y y(Xo) = Yo (2.16)

Obviamene usandoun ordenador solo podremosresoher el problema en un interva-
lo acotado, digamos|[xq; Xo + |]. Para ello vamosa dividir el intervalo en N subintervalos
Xo;Xa] [ [X1:%2] [ [ XN 1:Xn] XN = Xo + | Supongamosque hemosencorirado los

encorirar una solucon aproximada ¥(x) podemosunir los puntos (Xi;y;), i = 0;1;:::;N
mediarte | neasrectas (ver gura 3). Es eviderte que si el valor y; esbastarte cercanoal
valor real y(x;) paratodoslosi = 0;1;:::;N, entonces,al serp e y funcionescortinuas, la
solucbn aproximada ¥(x) estara \ muy cercana” a la solucon real y(x) en cadauno de los
intervalos[X;; Xj+1 |-

Figura 3: Construccion de un esquemanumerico.

Vamos a usar por simplicidad intervalos iguales, es decir, vamos a escogerlos nodos
X; equidistartes. Lo anterior se concace en la teor a de metodos numericos como una red
equiespaciadao uniforme de pasoh = |aN. As puestendremoslas siguiertes ecuaciones
Xk = Xo+ kh = Xg+ Kk N'— ,k=0:1::::N, Xks1 = Xk + h. Obviamente la unica informacion
gue tenemospara calcular los valoresy; esla EDO que satisfacenuestra incognita y(x).

>Como encorirar ertonceslos valoresy;? La idea escomosigue:
1. Usandola EDO vy la condicion inicial calculamosel valor dey; enel punto x; = Xg+ h

2. A cortinuacion usandoel valor y; calculamosel valor aproximado y, de y(x) enx,, y
as sucesiamerte.

3. Conaccido el valor yx encoriramos el valor yy.1 de y(X) en Xy .

Para resoler nuestro problema de encorrar en valor de y(xx+1) conccido el valor de
y(Xx) usamosel teoremade Taylor

Vxea) = Y0+ 1) = yx) + yon+ Sz &1
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PeroyYxy) = f (X«;y(x«)), adenas,

d dy d @xy L @xy @
yoUx) = — = = — (F (x; y(x))) = + =
dx dx X= X dx X= Xk & @ 6y )=( i3y (xk)
_ @gy)”(x;y)@gy)

(Y )=( xik:y (x«)

Luego,(2.17) nosda

2
Vo) = Y0) + B Y00+ GeXay0) + T (X Y(X) i Y(x)

La aproximacion mas sencillaespor tanto cuandonos quedamosen la serieanterior con
el termino de primer orden, o sea,cuandotenemosel esquemanumerico

Y1 = Yo+ hf (Xo;¥0); Y2=Yyi+ hf (X5;y1); 055 Vs = Y+ hf (X5 Yi); (2.18)

donde obviamerte y, = y(Xo).

El esquemaanterior seconace por el nombre de esquemao metodo de Euler y constituye
el metodo mas sencillopara resoher numericamerte una EDO de primer orden. Noteseque
dicho esquemanecesitaen cada pasodel valor y(xy), por tanto cuarto mas cercanoseael
valor yy calculadodel y(xy) real masprecisoseia el metodo. Obviamerie en cadapasoarras-
tramos el error del caculo del pasoanterior. En efecto, para calcular y; usamosel valor real
Yo pero cuando calculamosy,, sustituimos el valor exacto y(x;) desconaido por su valor
aproximado y;, para calcular y3 sustituimos el valor y(x,) por su valor aproximado y,, y
as sucesiamerte.

Veamosalgunosejemplos.

Comenzaremogon una ecuacon que sepamogesoher exactamerte. Por ejemplo, estu-
diemosel problemade valoresiniciales

yo+ y = x; y(0)= 1, x2][01]

cuya solucon exactaesy(x) = 2e * 1+ Xx. Escogeremosina discretizacon equidistarte
con pasoh = 1=20 (20 subintervalos iguales). Los resultado estan escritosen la tabla 1 o
dibujadosenla gra ca 4 (izquierda).

0.95 0.95

0.9 0.9

0.85 0.85

0.8 0.8

0.75 0.75

0.7 07

Figura 4: Solucbn numerica ( ) y exacta(l neaclara) dey®+ y = x, y(0) = 1 paraN = 20
(izquierda) y N = 40 (dereda)
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Xk P(Xk) y(Xk) P(Xk)  Y(Xk)
0 1. 1. 0

0.05 | 0.95 0.952459 | -0.00245885
0.1 0.905 0.909675 | -0.00467484
0.15 | 0.86475 0.871416 | -0.00666595
. 0.829012 | 0.837462 | -0.00844901
0.25 | 0.797562 | 0.807602 | -0.0100397
0.3 0.770184 | 0.781636 | -0.0114527
0.35 | 0.746675 | 0.759376 | -0.0127016
0.4 0.726841 | 0.74064 -0.0137992
0.45 | 0.710499 | 0.725256 | -0.0147575
10. 0.5 0.697474 | 0.713061 | -0.0155874
11. | 0.55 | 0.6876 0.7039 -0.0162994
12. | 0.6 0.68072 0.697623 | -0.0169031
13. | 0.65 | 0.676684 | 0.694092 | -0.0174074
14. | 0.7 0.67535 0.693171 | -0.0178206
15. 0.75 | 0.676582 | 0.694733 | -0.0181506
16. 0.8 0.680253 | 0.698658 | -0.0184046
17. 0.85 | 0.686241 | 0.70483 -0.0185892
18. 0.9 0.694429 | 0.713139 | -0.0187107
19. 0.95 | 0.704707 | 0.723482 | -0.0187748
20. 1. 0.716972 | 0.735759 | -0.018787

©CONOOAWDNEOX
o
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Tabla 1: Solucon numericade la ecuacon y°+ y = x, y(0) = 1 conN = 20.

Comparemosahora la solucon numerica con la exacta (ver gura 4). Para ello primero
resol\emosla ecuacon exactamene y(x) = x 1+ 2e *.

Si hacemosun simple canbio como aumertar en numero de subintervalos hasta 40 (el
doble) vemosque la precisbn mejora notablemerie. Los resultadosse puedenapreciaren la
graca 4 (dereta).

Consideremosahora el problema

yvo 1 y?=0; y(0) = O; x O

40 60

40
30

20
20

10 -20

-40

0.5 1 15 2

Figura 5: Solucionesnumericasde y° 1 y2 = 0, y(0) = 0, x 2 [0;2] (izquierda) y
comparacon con la solucon exacta (dereta).

Siusamosun esquemade 20 puntos en el intervalo [0; 1] tenemosla solucion represetada
enla gra ca 5(izquierda). Ademas, comola solucbn exactade esaecuacon esy(x) = tanx,
podemosver enla gra ca 5 deredha quepracticamerte coinciden.>Que ocurre siaumeramos
el intervalo hastallegara x = 2?.

Si repetimos los calculoscon 40 puntos (para que el h seael mismo) perotomandol = 2
obtenemoslos resultadosque estan represetados en la gra ca 5 (dereda).

La principal razon de la divergenciaconsisteen que la solucbn tan x no esta de nida en
X = =2. Una pregurta natural es,por tanto, >omo decidir a priori si el metodo de Euler
nosesta dandola soucbn correcta?y >enque intervalo podemosasegurargue esuna buena
aproximacion de y? Esonosconduceuna vez masa pregurtarnos condicionessu cientes que
nos gararticen la existenciay unicidad de las solucionesde una EDO.
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2.7.2. El metodo de Euler mejorado

El metodo de Euler es el mas sencillo pero tiene un problema, esun metodo de orden
uno, o sea,es\poco preciso”. >Como mejorarlo?

Una posibilidad es truncar la seriede Taylor (2.17) en el tercer orden, de forma que
tengamos

h2
Ye+1 = Vi + hf (Xesyi) + %(Xk;yk) + f(Xk;yk)%(Xk;Yk) > Yo = Y(Xo):

La ecuacon anterior se conace como el metodo de la serie de Taylor de tres terminosy
aunqueesmas precisoque el de Euler (se puedeprobar que esun metodo de orden 2), es
algo incomodo sobretodo sif esuna funcion algo \complicada". Por ello sesueleusar una
modi caci on del mismo.

Para ello escribamosda EDO original y°= f (x;y) en el intervalo x; Xy + h ensuforma
integral 7

Xg+h

y(Xk+1) = y(Xi) + f(x;y(x))dx: (2.19)

Xk
Para resoler este problema aproximamos la integral mediarte un rectangulo de altura
f (Xx;yx) (ver gura 6 izquierda)
z

Xk+h

f(x;y(x))dx  hf (Xk; Yk);

Xk

lo que nos conducenuevamerte al esquemade euler (2.18)

fxy(x)

~<

~<

Xk Xie1

Figura 6: Regla del rectangulo (izquierda) y del trapecio (dereda) para aproximar una
integral

Esta aproximacion esmuy burda. Una mejor aproximacion esusarla regladelostrap ecios
(ver gura 6 dereta) para aproximar la integral, esdecir

YA Xk+h h

FOGyONdx S IF (icyi) + f (i Vi )1

Xk

de donde sededuceel esquemampl cito

h
Yk+1 = Ykt E[f(xk;YK)"'f(Xk+1;Yk+1)]; k=0;1:::;N; Yo = Y(Xo):

Obviamene esteesquemasmuy incomodo pueshay queresoler la ecuacon impl cita para
hallar yx+1 . Una forma de obviar estadi cultad esusar la prediccion que da el metodo de
Euler yy+1 = yk + hf (Xk; Yx), de estaforma obtenemosel metado de Euler mejorado

h
Yierr = Vit 5 [f (Xk; Yi) + T (Xke15 Yk + O (Xi; V)] 5 k=0;1:::;N; Yo = y(Xo):
(2.20)
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Veamosalgunosejemplos.
Comenzaremogon la misma primera ecuacon de antes
Y+y=x  y0) =1 x2[01]

cuya solucon exactaesy(x) = 2e * 1+ x. Escogeremosinadiscretizacon equidistarte con
pasoh = 1=20 (20 subintervalosiguales).Los resultadoslos vemosen la gra ca 7 izquierda)

Xk P(x) y(Xk) P(x)  Y(Xk)
1. 1. 0

0.05 | 0.95125 | 0.952459 | -0.00120885
0.1 | 0.907314 | 0.909675 | -0.00236077
0.15 | 0.867958 | 0.871416 | -0.00345845
) 0.832957 | 0.837462 | -0.00450443
0.25 | 0.8021 0.807602 | -0.00550115
0.3 | 0.775186 | 0.781636 | -0.00645092
0.35 | 0.75202 | 0.759376 | -0.00735595
0.4 | 0.732422 | 0.74064 | -0.00821835
0.45 | 0.716216 | 0.725256 | -0.00904012
10. | 0.5 | 0.703238 | 0.713061 | -0.00982318
11. | 0.55 | 0.69333 | 0.7039 -0.0105693

12. | 0.6 | 0.686343 | 0.697623 | -0.0112803

13. | 0.65 | 0.682134 | 0.694092 | -0.0119578

14. | 0.7 | 0.680567 | 0.693171 | -0.0126034

15. | 0.75 | 0.681515 | 0.694733 | -0.0132186

16. | 0.8 | 0.684853 | 0.698658 | -0.0138047

17. | 0.85 | 0.690467 | 0.70483 | -0.0143632

18. | 0.9 | 0.698244 | 0.713139 | -0.0148955

19. | 0.95 | 0.708079 | 0.723482 | -0.0154026

20. | 1. 0.719873 | 0.735759 | -0.0158858

©CoOoNOO,WNE O X
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Tabla 2: Solucon numericade la ecuacon y°+ y = x, y(0) = 1 conN = 20usandoel metodo
de Euler mejorado.

[ 1 1 J
0.0175 ......
0.5 0.015 o®
o
0.9 0.0125 o
[ ]
0.85 0.01 ..
0.0075
0.8 o
0.005
0.75 g
0.0025 | @
0.7
5 10 15 20

Figura 7: Comparacbn gra ca de la solucbon numericay exactadey®+y = x, y(0) = 1 para
N = 20 (izquierda) usandolos metodos de Euler y Euler mejorado. A la deredha vemosla
comparacon de los erroresdel del metodo de Euler (c rculos obscuros)con los del metodo
de Euler mejorado (c rculos claros)



2 OTRAS EDOS DE PRIMER ORDEN 23

2.8. Problemas

Problemas de EDOs de Bernoulli y Riccati
Problema 2.22 Resolverlas EDOs de Bernoulli
yo+y = xy?,

xy%+ y = y?logx,

yo+ 2y = ey?,

4y3yO+ Axy* = 4x,

@ X%y 201+ x)y = y>?,

xy y=xky", né 1 n+k6n,

N oo g M 0w DdRF

x3senyy% 2y = x (resolverlaresgecto a x y no ay, para ello usar quey{x) = dy=dx =
1=(dx=dy) = 1=xqy)).

Problema 2.23 Resolverlas EDOs de Riccati
1. y9= x3+ 2y=x y?=X,yp= X%
2. y7= 1+ y=x+ (y=x)% ¥p = X,
3. 30+ y*+ 2=x*= 0,
4. yO+ 2ye¢  y?= e+ ¢,
5. y0 xXy+y’=5 x2
Problemas de EDOs reducibles a EDOs lineales o separables

Problema 2.24 Supngamosquetenemosla EDO y°= f (y=x). Pruela que esta ecuacion
esequivalentea la EDO separable

xvO+ v = f(v); V= y=x:

A la ecuacion y° = f (y=x) sele sueledenominar EDO homaene. Resuelvelas siguientes
EDOs

1. y°= 2(y=x) + (y=x)°

x Pxyyo=y

yo= y=x+ tan(y=x),
(x+y+2)y’=3x y 6

(4x 3y 6)y’+x 2y+1=0
(2x + 4y + 3)Y°+ 2+ 2y + 3= 0.

N e g A w bd

y?= (ax+ by)=(cx+ ey). Considear los casosae & cby ab= cd Como caso particular
resolverla EDO y°= (x + y)=(x ).
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8.

Resolverla EDO y° = (ax + by+ m)=(cx+ ey + n). Para ello pruela que existe un
cambio de variabley = Ay + B y x = Cx + D quetransformala EDO en la EDO
del apartado anterior y°= (ax + by)=(cx + ey). Como caso particular resolverla EDO
yo= (x+y+ 1=(x y+2)

Problema 2.25 Resolverlas EDOs del tipo y°= F(ax + by)

1.

2
3.
4

p

yo= "x+y 1,
y'= (x y+ 50
yo=2(y x)+(y x>
yo= senik ).

Problema 2.26 Haciendo un cambio de variables o derivando transforma las siguientes
EDOs en EDOs linealesy restelvelas.

1.
2.

3.

4.

(x* 2y+1)y°= x,

x(e y)=2
Z X
Y = x+ 1+ y(h)dt,
Z, ’ Z,
(x ty(t)dt=2x+  y(t)dt.
0 0

Problemas de EDOs exactas y factores integran tes

Problema 2.27 Decide si las siguientesecuacionesecuacionesson exactasy restelvelas.
En casode queno lo sean, encuenta, a ser posible,un factor integrante.

1.

2
3
4
5.
6
7
8

(3y? + 2xy + 2x) + (Bxy + x>+ 3)y°= 0,

2x(1+ e y) e yy°= 0,

(x*+y? ax+ (y+ x*+ a)yy’= 0,
2xy + (x> y)y°= 0,

ey (2y+ xe Y)y°= 0,

y=x+ (y*+ logx)y’= 0,

31+ logy) (2y x3=y)y°=0,
(X2 + Y2+ x) + yy°= 0,

Problema 2.28 Resuelvelos siguientesproblemasde valoresiniciales

1.

2
3.
4

2xy® + 3x?y?y°= 0, y(1) = 1,
X2+ 4xy + 2(y + x2)y°= 0, y(0) = 1,
Xt + y2+ (x2+ xy)y°= 0, y(2) = 1,

xy® y y*=0,y(2) =1,
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Problemas de EDOs de Clairaut

Problema 2.29 Resolverlas EDOs de Clairaut

1.

2
3
4.
5

(YY) + x%° 2x?%y =0,
y=xy°+ (y)", n6 0,1,
y = xy°+ log(y9,
y=xyo+ | T¥ (¥92,
y=xy° e

Problemas del metodo de Euler

25

Problema 2.30 Encuentra las solucionesy(x) de los siguientesproblemasde valores ini-
cialesusandoel metado de Euler y el de Euler mejorado.

1.

2
3
4.
5
6
7

yo= ey, () = 1,

yo= e’y 2,y(0) = 1,

y= P THsem(1+ y?), y(0) = 1

yo=k(a y)(b ), a;bk> 0, y(0) = 0, (toma distintos valoresde a, by Kk,
2° 2xz =2, z(0) = 1,

yo+ senk)y cosk)y®= 1+ x? y(0) = 1,

yo+ 2e¥ = x%+ y?, y(0) = 0.
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3. Sistemas de EDOs

Un sistemade ecuacioneszliferencialesordinarias de primer orden (SEDO) esun sistema
dela forma

(3.1)

dondeys,...y, sonfuncionesde x desconmdasy fq, ...fn son ciertas funcionesconccidas.
Por comadidad vamosa usar la forma vectorial del sistemaanterior, 0 sea,vamosa denotar
porY, Y%y F sonlos vectores

0 1 0 0 1
y1(X) z f1(X y1; yz)’n)
Y()_%W()§ Y%)_%yz()g  (x Y)_% 206 Yaiyai 5 n>§;
Yn(X) Ya(X) fn(X; y1; yz;:::;yn)

esdecirla derivadade un vector Y la de niremos comoel vector quetiene comocomponertes
las derivadasde cadauna de las componertes del vector original. Usandolo anterior podemos
reescribir (3.1) en la forma vectorial

d _ = E(xY):
3 Y 00 = Y1) = F(xY): (3.2)

Evidentemerte que el cason = 1 recuperamoslas EDOs de primer orden estudiadasen el
captulo anterior. Esta claro que si el estudio de una EDO de primer orden era \bastante"
complicado,un sistemade estasesmucho mascomplejo as quenosrestringiremosal estudio
de los SEDOslineales,esdecir cuandof, k = 1;:::;n esuna funcion lineal de la forma

X
fOX Yy Y2 it yn) = akj (X)y; (x) + be(x); k=1::::n;
j=1
lo que nos conducea los sistemaslineales

% yl(x) = ann(X)y1(x) + anz(X)y2(x) +  + ain(X)yn(x) + bu(x);
y3(x) = azl(x)yl(x) + axn(X)y2(Xx) + + A (X)Yn(X) + b(X);

; (3.3)
ya(x) = anl(x)yl(x) + ana(X)y2(x) + + ann (X)yn(X) + by (x):
El sistemaanterior se puedeescribir en forma matricial
YAX) = A(X)Y (x) + B(x); (3.4)
donde
a1(X) az(x) as(x) a1n(X) " by ()
A = 200 @00 a0 a0 )FE; B(x) - %bz(:x) §;
B 200 () Am(x) 0, (%)

Cuando B(x) = 0, o seacuandotodas las componertes del vector B son cero, diremos
gue SEDO eshomogeneo,y si al menosuna componerte de B esno nula, no homogneo.
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3.1. La ecuacion lineal Y%= A(X)Y + B(x)

Comenzaremofrunciando un teoremaque demostraremosal nal de estecaptulo.

Teorema 3.1 Sean A(x) 2 R" " y B(x) 2 R" una matriz un un vector cuyos elementos
son funcionescontinuas en R. Entoncesel PVI, Y%= A(x)Y + B(x), Y(Xo) = Y, tiene una
unica solucion cualquiea sen las condicionesiniciales Y, esmgidas.

Comenzaremosstudiandoel sistemahomogeneo,0 seacuandoB(x) = 0
YUx) = A(X)Y (X); A(x) 2 R" " y cortinua en R: (3.5)

Teorema 3.2 SeA(x) 2 R" ". SiY; eY, sonsolucionesdel sistemaY®= A(x)Y, entones
cualquier de suscombinacioneslineales son tambien solucion.

Teorema 3.3 Sean Yi(x), ..., Yx(x) solucionesdel sistemaY? = A(x)Y. Para que los
vectores (funciones) Yi(x), ..., Yk(X) saan linealmente degendientespara todo x 2 R es
necesarioy su ciente quelo sean para algunt 2 R.

Corolario 3.4 Para quelas solucionesY:i(X), ..., Y«(x) del PVI, Y%= A(X)Y, Yi(Xq) =
Yoi, I = 1;:::;k san linealmenteindependienteses su ciente quelas condicionesiniciales,
0 sea los vectores, Yo, ... Yok Sen linealmente independientes.

El corolario anterior sepuedeparafrasearde la siguierte forma: conjuntos de condiciones
linealmente independientes genean solucioneslinealmente independientesy conjuntos de
condicioneslinealmente dependientesgenean solucioneslinealmente degendientes.

Nota 3.5 Es importante desta@ar que el resultado que hemosprobado en relacion con la
dependencialineal solo escierto para vectores solucion de un SEDO lineal lo cual quala de
mani esto en el siguiente ejemplo. Los vectores (funciones)

X X2

X y X2

son vectores linealmente independientes(lo son los polinomios x y x?) ya que es imposible
obteneruna de otro al multiplicar por constantes,no obstante,para x = Xq, obviamenteson
dependientespues

2
Teorema 3.6 Sea A(x) 2 R" ". Entonces, el conjunto de todas las solucionesdel sistema
homayene Y%= A(X)Y esun espcio vectorial de dimenson n.

Corolario 3.7 Si Yi(x), ..., Ya(x) son solucioneslinealmente independientesdel sistema
Y%= A(x)Y, entonees toda solucion de Y° = A(X)Y se puale expresar como una unica
combinacion lineal de dichas soluciones.O se, existen unos unicos coe cientes ¢;, ... G,
tales que

Y(X) = aYi(X) + Yo (x) +  + &Ya(X):

En particular, la solucion del PVI, Y%= A(X)Y, Y(Xxo) = Yo se expresade manem unica
como una combinacbn lineal de las solucionesdel sistemahomaene correspndiente.

Nota 3.8 Juntando los teoremas3.3y 3.6 tenemosun criterio para enontrar una basedel
esp@acio S detodaslas solucionesde Y°= AY : Para quelas solucionesYi(x), ..., Y,(x) del
sistemaY = A(x)Y sen linealmentedependientespara todo x 2 R esnecesarioy su ciente
quepara algun xg 2 R

detjY1(Xo) Y2(Xo) ::: Yn(Xo)] 6 O

Nota 3.9 Todosestosresultadosson ciertos para toda matriz A cuyos elementosson fun-
cionescontinuas en todo R.
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3.2. Los SEDO lineales con coe cien tes constan tes

En adelarte asumiremosque A esuna matriz n  n real de coe cientes constartes, es
decir estudiaremosel problema (3.5) cuandola matriz A esde coe cientes constartes

Y{x)= AY(x); A2R" " (3.6)

3.2.1. Auto valores simples

Busquemoda solucbn de (3.6) enla forma
Y(x)=e"v; (3.7)

donde escierta constarte y v un vector constarte. Sustituyendo (3.7) en (3.6) tenemos,
comov esconstarte®

Yqx)= (e*v)= e*Xv =) eXv=Ae*v:

Es decir, (3.7) es solucbn del sistemahomogneosi y solo si  esun autovalor de A y
V Su autovector ascaciado, por tanto para resoher nuestro sistemalineal basta encortrar n
autovectoresvy, .. ., V, linealmerte independieries en cuyo casola solucbn generales,segin
el teorema3.3, de la forma

xXo
Y(X) = e v (3.8)
k=1
dondec, ..., ¢, sonconstartes arbitrarias y , k = 1;:::;n, sonlos autovaloresasaiados

Ejemplo 3.10 Encontrar la solucon geneal del SEDO

o 1 12 .
Y—31Y.

Comenzamogalculandolos autovaloresy autovectores
detA 1)= 35 2 + ?=0 =) 4= 5 =7

Calculamoslos autovectores.Comenzamoscon el corresppndientea ;= 5

_ _ 6 12 X1 _ _ _ o _ 2

(A I )V =0 _) 3 6 X5 =0 _) X1 = 2X21 _) Vi = 1
Para =7

_ _ 6 12 X1 _ _ _ L _ 2

(A 1)v=0 =) 3 6 X, 0 =) Xi=2 =) W=

Por tanto la solucbn generales

Y(x)=ce > + ¢y e i

1

3Entenderemosque la derivada de un vector o una matriz esla derivada termino a termino.
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Ejemplo 3.11 Encontrar la solucion generl del SEDO

2 5
0— .
Y = 5 4 Y:

Calculamoslos autovaloresy autovectores
det(A 1)=2+2 + 2=0 =) 1= 1 0 .= 1+

Es decir, soncomplejos.>Que haceen estecaso?
Si A esrealy esel autovalor complejoasaciado al autovector v, ertoncesel complejo
conjugado esel autovalor ascciado al autovector v. Ahora bien, si tenemos

Y(x)=e*v=<Y(X)+i=Y(x);

Y sem solucon de YO= AY siy solosi Yi(X) = <Y (X) ¥ Ya(X) = =Y (x) sonsolucon de
Y%= AY, ertonces

<Y(x) = e€¥(<vcosbx =vsenbx); =Y(x)=e*(<vsenbx+ =vcosbhx)

son solucionedinealmerte independiertesde Y%= AY.
As pues,en nuestro ejemplo

. 5
1= 1 1 wn= 3+ ] =)
5 0 5 0
Yi(x)= e * 5 COSX+ ., senx ; Yo(x) = e * 5 Semx+ . COSX |
por tanto
5 0 5 0
Y(x) = ce”* 5 CosX + ] Senx + e * 5 Senx + 1 Cosx :

3.3. La exponencial matricial exp(xA)

SeaA unamatrizn nyx 2 R. De niremos la funcion exp(xA) mediarte la serieformal

R ykpk x2A2 XM AN
exp(xA) = =l,+ XA + +

Kl 2t ot (3-9)
k=0

dondela corvergenciala ertenderemoselemero a elemeno. La serieanterior corvergepara
todo x 2 R quienquieraseala matriz A (de hedo corvergeentodo C).

Prop osicion 3.12 La funcion exp(xA) satisfae las siguientespropiedades:

1. Paratoda matriz A, exp(OA) = |, y paratodo x 2 R exp(xO,) = I,, dondeO, esla
matriz nula.

Para toda matriz A, % exp(xA) = Aexp(xA) = exp(xA)A.
Para todosx;t 2 R y toda matriz A, exp[(x + t)A] = exp(xA) exp(tA).

Para toda matriz A, la inversa [exp(xA)] * = exp( XxA).

o & w0 DN

Para todaslas matricesA; B con AB = BA, expx(A + B)] = exp(xA) exp(xB).
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6. Paratodox 2 R, exp(xl,) = €l,.

Dado cualquier vector constantev 2 R" secumple
d
&[exp(xA)v] = Alexp(xA)v];

por tanto exp(xA)v essolucon de la ecuacon homogeneaY °= AY y Y (0) = v. Siescogemos
v sucesiamerte comoe, i = 1;2;::::n obtenemosn solucionesv,, ..., v, del PVI, Y°=
AY, Y(0) = g que adenmas son linealmerte independiertes por el teorema3.3y por tanto
constituyen una basedel espaciode solucionesdel sistemahomogneocorrespndierte.

De nici on 3.13 Una matriz V 2 R" " esuna matriz fundamentaldel sistemaY®= AY si
susn columnasson un conjunto linealmente independiente de solucionesde Y%= AY .

De estade nicion y de lo anterior deducimoserntoncesque exp(xA) esuna matriz fun-
damenal del sistemaY®= AY . En efecto,comohemosvisto, las columnasde exp(xA) son
solucbn delosPVI, Y%= AY conY;(0) = e, siendo(e); la basecanonicade R".

Corolario 3.14 (de existenciay unicidad de la solucion del SEDO homaene)

El sistemahomaene® Y° = AY, con A 2 R" " siempe tiene n solucioneslinealmente
independientes,y por tanto el PVI, Y%= AY, Y (Xq) = Y, siempre tiene una unica solucion
cualquiea sa Yy 2 R" y esdela forma Y (x) = exp[(X  Xo)A]Yo.

As pues,para encortrar la solucon generaldel sistemaY °= AY bastasaber calcular la
exponencialde xA. Comencemogor el casomassencillocuandola matriz esdiagonalizable.
En este casoexiste una matriz P tal que A = PDP 1, siendoD una matriz diagonal.
Entoncescomoparatodok 2 N, Ak = PD¥P ! tenemos

|

X kR N % Xk
eXpA) = A¥io= PD'P Mo=P D7 P = PlexpxD)P %
k=0 ) k=0 ’ k=0 )
pero, como
1 1

0 1 0 0 0 e 0 0

0O , ::: 0 0O ez ::: O
D= R =) exp(xD) = : D, : :

0O 0 : n 0 0 ©ooetn

de dondesededucennuevamerte las solucioneddel sistema.Noteseque el casode n autova-
lores distintos se puederesoler por estemetodo.

Como ejemplo calculemosla matriz exponencialde la matriz

A= o

Ante todo tenemosque el polinomio caracterstico de A es

1 © -4 3+ 2z¢ =) 1= L .= 4
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Calculamoslos autovectores.Para ;= 1tenemos

2 6 X1 _ 0  _ _ o _ 3
13 x, - 0 ¢ ) XaE¥i o3 ow=
Analogamere, para , = 4 obtenemosv, = ( 2;1)", luego
_e*X 0 . 3 2 . 1.+ ¢
exp(xD) = 0 ex P= 11 P *= ! § ;
Luego
3 4 2efx 6 Getx
expXxA) = Pexp(xD)P = 5¢ = 5 5¢ .5,
5ex 5 5 T 75

3.4. El caso de autovalores multiples

Vamos a explotar las propiedadesde la matriz exponencial. Usandola propiedad 5 de
exp(xA) tenemos
expXA)v = exp[(A | )x]exp(l x)v;

pero
exp(l x)v=e*v =) exp(XA)v = e* exp[(A | ,)X]v:
Es decir,
X X2 2 Xk k
expxA)v=e* v+ x(A | ,)v+ 7(A I W)v+ i+ F(A [ n)v+ o
En el casode un autovalor simple tenemosobviamerte (A | ,)v = 0 si v esel correspn-

diente autovector, luegoexp(xA)v = e* v que eslo mismo que ten amosantes. Si tenemos
entoncesn autovectoresvy, ...V, linealmene independierte entoncesencoriramos n solu-
cioneslinealmerte independiertes Y; = e v, k= 1;:::;

>Que hacercuandohay una ra z multiple, o mas exactamelte si la matriz A no esdia-
gonalizable?

Supongamos,por ejemplo, que el autovalor esdoble y que tiene asaciado un unico
autovector (el autoespacioascciado es de dimenspn 1). Una solucon es por tanto e* vy,
dondev; esel autovector asaciadoa . El otro vector v, que necesitaremodo buscaremos
deformaque(A | ,)v.6 Opero(A | ,)?v, = 0. Entoncesotra solucon, independierte
de la anterior es

2 k

X X X
eX v+ x(A In)v2+—f_{| n)?Vp + +EfA_{§)

exp(xA)vy

= e*v+e*x(A | ,)v

En el casoque la multiplicidad de seade orden mayor seguimosel siguierte procedi-
miento para resoher el sistemahomogeneo
1.) Calculamostodoslos autovalores ; y los correspndiertes autovectoresv;, i = 1;2;:::;k
y formamos k solucioneslinealmente independieries de nuestro sistemaY;(x) = e *v;,
=1 k. Sik = n erntonceslas Y;(x) generana todo el espaciosolucon.

2.) Si k < n ertonceshay autovaloresmultiples. Sea uno de tales autovaloresy seam,
la multiplicidad algebraicade dicho autovalor y mg la multiplicidad geonetrica (o0 seala
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dimensbn de autoespacioasaiadoa ). Si m, = mg ertonceslos vectoresY;(x) = e *v
I = 1;:::; 8, generantodo el subespaciocorrespndierte a . Supongamosjquem, > mg, en-
toncespara completarel espacicsolucon asaciadoal autovalor  (nosfalta encortrar my  mq

solucionedinealmerte independiertes) buscamodos vectoresvy, ..., vi (I m, mg) tales
que(A 1 ,)v6 Operoque(A | ,)?v= 0,luegoloslosvectoresv talesque(A | ,)v6 0
y(A 1,260,y (A |,)3% =0,y as sucesiamerte hastacompletar el subespacio.Y

as con cadauno de los autovaloresmultiples.

Veamosun ejemplo: 0 1
1 10
Y= @0 1 0AY:
0 0 2
Obviamernte los autovaloresson ; = 2y ; = 1 siendoesteultimo de multiplicidad 2.
Ademas, los autovectorescorresmpndiertes sonv; = (0;0;1)" y v, = (1;0;0)", respectiva-
merte. Luegotenemosdos solucionesndependiertes

001 011
Yi(x) = e @0A; Yo(x) = @0 A ;
1 0

y necesitamosauna tercera solucon. Aplicando el metodo antes descrito buscamosun tercer

vector vz que no seaautovector de A asaiadoa , = 1y tal que(A 13)?v = 0, esdecir

0 10 1
0 0O X1

(A D=0 () @ 0 0A@x,A=0, =) x:=0; X3, X32R;
0 0 1 X3
0 sea 0 1 0 1
1 0
V3 = @0A+ @1A,
0 0

perocomo(A 1)vz= ( ;0;0)" 6 0, deducimosque 6 O, luegotomando* =1, =0
obtenemosla tercera solucbn que buscabamos

0 1 0 1 0 1
0 0 X
Ya(x) = €exp(A 1)@ 1A =elg+x(A [5)]@1A=g@1A:;
0 0 0
As pues 0o 1 0o 1 0 1
0 1 X
YX)= e @0A + e @0A + @1 A
1 0 0

El metodo anterior nosindica un procedimienio generalpara resoher el SEDO (3.6) en
generalconacido comometodo de Euler que consisteen lo siguierte:
1. Calculamoslos autovalores , dela matriz A 2 R" " del sistemaY®= AY y seamy
la multiplicidad algebraicadel autovalor.
2. Para cada autovalor, buscamosla solucon del correspndierte subespacio(o sea,la
solucbn \generada" por el autovalor) enla forma
m¢ 1
Yi(X) = e ¥ Ax; A 2R (3.10)
j=0

4Cualquier elecconde y esposible siempreque 6 0.
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donde puedeocurrir que algunode los vectoresA;, j = 0;1;:::;m, 1 seannulos.

Veamoscomo funciona estemetodo en el ejemplo anterior.

0 1
110
Yo= @0 1 O0AY:
0 0 2

Tenemogque ; = 2y ; = 1lsiendoesteultimo de multiplicidad 2. Para el primero tenemos
al igual queantes Y,(x) = €%(0;0;1)" y para el segunddbuscamodas solucionesen la forma

20 1 O 1 3

a1 a4
Yz(X): ex4@azA+@a5AX5:
as 3

Sustituyendoen el sistematenemos
20 1 0 1 0 13 O

a ay ay at at (st as)x
Yix)= 4@ a, A+ @as Ax+ @ a3 AS= @ a, + asX
as as A5 2az + 2agX
Igualando componertes tenemosel sistema
8
<y = atas
as = 0 =) &= as=a=0 A= a;
as = agt apX
cona; y a, cualesquieragsdecir,
20 1 O 1 3 2 0 1 0O 1 3
a ay 1 X
Yy (x)= 4@ a, A+ @ 0 AxS5e =4, @0A +9,@1 A5,
0 0 0 0

gue coincidecon la solucbn encortrada por el metodo anterior.

3.4.1. La matriz fundamen tal de soluciones y la matriz exp(xA)

solucon generalde Y%= AY sepuedeescribir de la forma Y (x) = V(x)c. Seaahorael PVI,
Y%= AY con Y (Xo) = Yo, entoncestenemosY (Xg) = Yo = V(Xo)c, luegoc = V (xo)Yo,
por tanto la solucbn es

Y(x) = V(X)V (xo)Yo: (3.11)

Lo anterior nos permite encorrar una expreson para la matriz exponencial conccida
una matriz fundamenal. En efecto,usandoquela matriz exp(xA) esla solucon del sistema
matricial V%= AV con las condicionesinicialesV (0) = |, deducimos,

exp(XA) = V(X)V 1(0)I = V(x)V (0): (3.12)

Ejemplo 3.15 Calcular exp(xA) para la matriz A = é 11 del ejemplo3.10.
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Los autovaloresy autovectoresson ;1= 5,vi=( 21)'y >,=7yv,=(2;1)" y por
tanto una matriz fundamernal es

2e > 2™
V(X) = e 5X e7x ;

luego

2e 5% 2’ 2 2 * 2e 5% e’ 11
exp(xA) = V(X)V 1(0) = e 5x e7x 1 1 = e 5x e?x %4 g

= %16 5);x+ l1e7);x 1 e5>5<X +1e77xx
€ Tt ae” e+ se
3.5. El SEDO lineales no homog eneo
Pasemosa estudiar el sistemano homogeneo
Yqx) = AY (x) + F(x): (3.13)

Para resolerlo usaremoda linealidad.

Prop osicion 3.16 La solucion generl del SEDO (3.13) esde la forma Y (x) = Yj(x) +
Yo(x), dondeY;, esla solucion generl del SEDO homaene Y°= AY y Y, es cualquier
solucion particular de (3.13), esdecir Ypo(x) = AYp(X) + F(x). En particular, si V(x) esuna
matriz fundamental Y (x) = V(x)C + Yp(x), dondeC 2 R".

Teorema 3.17 Lasolucion delproblemadevaloresiniciales Y {x) = AY (x)+ F(x), Y (Xo) =
Yo, cualquien sea Yy 2 R" existey esunica y se expresamediante la formula
Z X
Y (X) = exp[(X Xo)A]Yp + exp[(x t)A]F(t)dt: (3.14)

Xo

Ejemplo 3.18 Resolverel siguientesistemalineal de EDOs

1 12 0 0
0= + . =
YR 3 Y ox s YO=
En estecasola matriz exponencial es la matriz del ejemplo 3.15, luego aplicamos(3.14).
Comenzamogor
Z X V4 X 1
_eS(x t) + ;e7(x t) e 5(x t) + e7(x t) 0
exp[(x t)AJF(t)dt = 2;es(x 04 1g7x ) L1ghx 0 4 Lg7(x ¥ o dt =
0 0 4 4 | 2 2 |
Z X e6t 5x 4 e 6t+7x ° 1ex + 1e 5X(1+ elZX) '
= a= > ° :
1 1 1
0 Ee(it 5 4 §e 6t+7 X ﬁe 5X(e12X 1)
[
1n 5% 4 1a7x 5x 7x e X+ e’
se X+ se e X+e 0
= 2 2 —
exp[(x XO)A]YO %‘e 5% 4 %e7x %e 5x 4 %67)( 1 %e Bx 4 %67)(

luegola solucon del PVI es

|
54 5x 1 7arx *
Y0 = g€ 7 €+ g
12 12 )
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3.6. Problemas

Problema 3.19 Encuentra la solucion genenl del sistemahomogene Y {x) = AY (x) v,
en su caso, del problemade valoresiniciales en los siguientescasos:

4 1 2 5
LayA= 7, o . bA= o
4 1 2 1 12 2
2.a)A= e g YO= S . DA= 7 YO= ]
0 1 0 1 0 1
1 1 4 10 0 1
3.a)A=@3 2 1A, byA=@0 1 1A, Y0)=@1A,
2 1 1 01 1 1
0 1 0 1 0 1
121 1 110
4. a)A=@0 1 2A, Y0 =@ 2 A, b)A= @0 1 0A,
012 1 002

Problema 3.20 Pruela las siguientespropiedadesde la matriz € con A 2 R" ":
1. e =1,, |, esla matriz identidadn n.
2. Leh = A,
3. eX*DA = gAgA 8Bx:t 2 R.
4. Paratodox 2 R, €” esinvertible y suinversa(e®) 1= e *,
5. SiAyB conmutan, o sea AB = BA, entonese A*B) = gAgB = gBgA,
6. e = ¢l.

. _ 01 _ 0 1
Problema 3.21 Sen las matricesA = 10 B = 10

1. Prueta queA2™ = A, A" = |,, B2 = ( 1)"B, y B2 = ( 1)"l,.
2. Usandolo anterior calcula las matricese” y e® .

a b

3. Como aplicacion calcula €€ con C = b a

Problema 3.22 Usandolas propiedadesde la matriz e* con A 2 R" " encuenta la solu-
cion de los SEDO del ejercicio (3.19).

Problema 3.23 Resuelveos sistemashomogenes

Lo VATV VISV S YISy Y

ys = 4y1+ 3y, ' 3= 2y1 Yo' Y3 = y1+ 3y;
0 1 0 1
110 21 3
2. YO=AY,con a)A=@0 1 0A, bhA=@0 2 1A,
0 0 2 00 2

Problema 3.24 Encuentra una matriz fundamentalde solucionesdelos sistemasy °= AY,
cuya matriz de coe cientes es
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1 5 1 12 2 5
1L aA= o . bA= 7, A= 5 4 .
0 1 0 1 0 1
1 1 4 111 10 0
2. a)A=@3 2 1A, b)A= @0 3 2A, OA=@2 1 2A
2 1 1 005 32 1

Problema 3.25 Encuentra la solucion geneanl del sistemade EDOs no homagene Y {x) =
AY + B(X) y, ensucaso,la correspndientesolucion del problemade valoresiniciales cuando

_ 1 12 _ X _ 2
1. A= 37 BX= L .YO= ]
_ 2 5 _ 1 _ 0
2. A=, 4, BOO= o YO =
0 1 0 1 0 1
1 1 4 0 2
3. A=@3 2 1A BX)=@O0A Y0=@1A
2 1 1 e 1
0 1 0 1 0 1
10 0 0 0
4. A=@2 1 2A B(x)=@ 0 A YO=@1A
32 1 e* cos(X) 1
Problema 3.26 Resuelvelos sistemaslineales
( y=2y1+y, 7xe * 3
1. , sabiendoquesu solucion esamtadasix! +1 .
9= yi+2, 1
2 X'= v con x(0) = Xg, V(0) = 0, < !. Estesistemamadelizael
' Vo= I2x 2 v+ f(t)’ -0 - e

movimiento de un pendulo con rozamientoy una fuerza externaf .

3. Seconsider el siguientecircuito electrico

Lasintensidadesi,, i, y lastensionesU, y V satisfa@n el siguientesistemadiferencial

o ,1 o 10 1 0 1
i0 10 0 20 i %
@i9A=@ 0 10 20A@i, A+20@0A:
U2 50 50 50 Ue 0

Sepide determinar iy, i,, U; en los siguientescasos:

@ V(1) = 0, i1(0) = i,(0) = 0, Ug(0) = 10.
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(b) V(1) = 10, i1(0) = i,(0) = 0= U(0) = O.

Problema 3.27 Demuesta quesi la matriz A(x) estal que
Z X Z X
A(X) A(t)dt = A(t)dt A(x);
0 0

entones, la solucon gel SEDO YO = A(X)Y, Y(0) = Y, se puale expresar mediante la
expresion Y (x) = exp( OX A(t)dt)Yo. Como aplicacion calcula la solucion genearl del sistema

(

y? = cosxy; + senxy;
Y3 = Senxys + cosxy;
Problema 3.28 Demuesta el sigyienteprincipio de superposicion: La solucion del sistema

de EDQs lineales Y%= A(X)Y + [, fu(X), k= 1L2:::;m, Y;f 2 R", A2 R" " esla
suma E‘zo Y, de las solucionesY, de las ecuacionesY,?= A(X)Yx + fi(x), k= 1;2:::;m.
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4. La ecuacion lineal de orden n

Vamosa cortinuacion a aplicar los resultadosobtenidosa un grupo de EDOs muy im-
portante: las EDOs linealescon coe cientes constaries de orden mayor que 1 de nida por la
ecuacon:

yW )+ a, 10)y" D)+ + a()y(x) + a(x)y(x) = f (x): (4.1)

Cuandof (x) 0, diremosque la EDO (4.1) es homogenea,en casocortrario esno ho-
mogenea.

Si ademasimponemosqgue la solucon y seatal que

: — 0 ... _ 1).
y(x0) = yoi YIxo) = ¥g: it ¥y (xo)=yg' Vs
ertoncesdiremosquey esla solucon del correspndierte problemade valoresiniciales.

Por comadidad intro duciremosel operadorL [y] de nido sobreel espaciode las funciones
n vecesderivablescon n-esimaderivada cortinua de nido por

Lyl =y (x) + an 100y" D)+ + a(x)y(x) + ao(x)y(x): (4.2)

Usandoestanotacion podemosescribir (4.1) comoL [y] = f (x) y el correspndierte problema
homogeneosera L [y] = 0.

Prop osicion 4.1 La EDO
yWX) + ar 10Qy" D)+ + a(x)yIx) + ao(x)y(x) = 0; (4.3)

eslineal, esdecir, quesi tenemosdos solucionesy; e y, de la ecuacion, para cualesquiea
quesan ,y 2R, yit+ y,tambienessolucon.

Para estudiar las propiedadesde las EDOs lineales de orden n vamos a introducir unas
nuevas funcionesz;(x), ...z,(x) de forma que

= dz,
Zl(x) y(x) d— = dn 1Zn  an 2Zn 1 apzy + f;
Zy(x) = yz(x) dz, Xl
z3(x) = y{x) = ) o -
z, 1(x) = y(n 2)(X) % dz
za(x) = y" () o - &
Es decir, una EDO del tipo (4.1) esequivalerte al siguierte sistemalineal de ecuaciones
0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 O 1
! 0o 0 1 0 0 !
d 22 . . . . . . 22 O
Bl = . . . " . . : + : (44)
dx , 0 0 0 0 1 . 0
nt 0O 0 O 0 1 nt
Zn Zn f (X)
a a a an 2 an 1

o enforma matricial ZYx) = AZ (x) + F (x). Notesequecuandof (x) 0, el sistemaanterior
setransforma en un sistemahomogeneo.Lo anterior tiene una implicacion eviderte: toda la
teor a de las ecuacionedineales(4.1) sepuedeconstruir a partir de la teor a de los sistemas
linealesque estudiamosarntes.
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Teorema 4.2 Sean ap(x); :::; a, 1(X) funcionescontinuas en R. Entoncesel P.V.l. aso-

ciado a (4.1) siempte tiene solucion y esunica cualquiea sen las las condicionesiniciales

y(Xo) = Yo, YAXo) = YX0), ..., Y™ D(xo) = yI" P queesojamos.

Teorema 4.3 El conjunto de solucionesde la EDO homaene (4.3) esun es@cio vectorial
de dimensbn n.

Teorema 4.4 Dadasn solucionesy;;:::;y, dela EDO (4.3), estasson linealmenteinde-
pendientessi y solo si el wronskianoW [yy;:::;yn](X), de nido por
y1(X) y2(X) Yn(X)

0 0 0
ylfx) 260w g (4.5)

y )y P(x) & P(x)

es distinto de cero para algun x 2 R, en cuyo caso el Wronskiano es distinto de cero para
todox 2 R.

Finalmente, notemosque conccida la solucion generaly,(x) de la EDO homogeneapo-
demosdar la solucon generalde la EDO (4.1) enla forma y(x) = yn(X) + Yp(X), siendoy,
una solucon particular de (4.1).

4.1. Solucion de la ecuacion lineal homog enea

Para resoler la EDO (4.3) con coe cientes constartes seguiremosla misma idea que
para los sistemas,esdecir buscaremoda solucon enla forma y(x) = e* . Sustituyendoesta
funcion enla EDO (4.3) obtenemosque debe satisfacerla ecuacon

"+a, 1 "+ A ta=0 (4.6)

La ecuacon anterior sedenominaecuacon caracterstica de la EDO (4.3). Es facil probar
gue el polinomio caracterstico de la matriz A asaiada a la EDO (4.3) coincide con (4.6).
Lo anterior nosindica una estrategiapara resoher el problema:

1. Sitenemosvaloresreales 6 , 6 6 , ertonceslas funcionesyy(x) = e X,
k = 1;:::;n generanel espaciosolucon de la la EDO (4.3).

En el casoque tengamosra ces complejashay que procedercomo en el casode los
sistemasitomar partesrealesy complejasde cadaunadeellas.Esdecir,si = +1i ,
ertonceslas dossolucionesndependiertesson<[el *' )X] = eX cog x)y=[el *' ] =
e* sen( x).

2. Sialgun  esmultiple demultiplicidad m n, ertoncesla solucon habra quebuscara
enla forma

y(x) = & **pm 1(X); (4.7)

dondep,, ; esun polinomiodegradom 1 enx, esdecirla solucon asaiadaa dicha
ra z tendra la forma

y(X) = e ¥+ oxe + +cpx™ e oriiiion 2 R
Obviamene si  escomplejo, tenemosque tomar partes realesy complejasque nos

generantodo el espaciosolucon.
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Por simplicidad mostraremoscomo resoher la ecuacon homogeneade segundoorden.
El casogeneral es completamene analogo. La ecuacon diferencial lineal homogeneacon
coe cientes constartes tiene la forma:

yRx) + pyAx) + ay(x) = 0;  p;g2 R: (4.8)
La ecuacon caracterstica (4.6) de la ecuacon (4.8) tiene la forma
2+p +q=0: (4.9)
Las solucionedde la ecuacon caracterstica (4.9) seran
= p+pp2 4. _ P pp2 4q,
2 2

Caso de dos ra ces reales y distin tas. Seap? > 4q, ertoncesla ecuacon caracterstica
(4.9) tiene dos solucionesrealesy distintas:

p+pp2 4q. p pp2 4q.

to 2 2
y la ecuacon homogenea(4.8) tendra dos solucionedinealmerte independiertes
yi(x) = e %, y2(x) = e 2
Luego, la solucon generalde (4.9) seexpresan de la forma
y(x) = Ae ¥ + Be ?%; A;B 2 R:
Caso de dos ra ces reales iguales. Seap? = 4q, ertoncesla ecuacon caracterstica (4.9)
tiene una unica solucon real = p=2. Esto signi ca que aparertemerte solo tenemosuna

funcion que generaal espaciosolucbn de la EDO homogenea,sin enbargo dicho espacioes
de dimensbn 2 como nos asegurael teorema4.3y la ecuacon homogenea(4.8) tendra dos
solucioneslinealmerte independiertes de la forma y;(x) = e* y y,(X) = xe* . En efecto,
usando(4.7) tenemosque la solucbn generadapor es,en estecaso,

y(x) = e pi(x) = e* (c1 + &X) = ¢ e* + cxe*;

comosepretend a probar.
Caso de ra ces complejas. Seap® < 4g, entoncesla ecuacon caracterstica (4.9) tiene dos
solucionescomplejas:

P P
_ p+i 4 p  pi4 p _Po
l 2 1 2 ) 1

y la ecuacon homogenea(4.8) tendra dos solucionedinealmerte independiertes
V)= e ya(x) = e

Luego, la solucon generalde (4.9) seexpresan de la forma

y(x) = Ae ** + Be ¥; A;B 2 R: (4.10)
Llamemos alaparterealde ; (0 ,)y! ala parteimaginariade ; (0 ;). Entonces,
1=+l 5 = il 2R

Siahorautilizamosla formulade Eulere = cos +isen , 2 R, obtenemosjuela solucon
generalde (4.10) sepuedeescribir de la forma

y(x) = e* (Acos! x + B sen! x); A;B 2 R;

0, equivalentemerte,
y(x) = Ae* cos(! x+ ); A, 2R:
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4.2. La EDO lineal de segundo orden no homog enea con coe cien-
tes constan tes

Vamosa estudiar la EDO

yoUx) + py(x) + ay(x) = f (x); f(x) cortinua; p;q2 R: (4.11)

En generalno estrivial resolerla aunqueen muchoscasoses\f acil" adivinar la solucon.

4.2.1. Caso f(x) = pn(x)

En generalsi tenemosla EDO
Y py’+ ay = pu(x); 960 (4.12)
siendop, un polinomio de gradon, la solucon particular siempreesde la forma
Yo(X) = @+ apxx+  +ax"; a, 6 0:
En efecto,si sustituimos la solucon anterior enla EDO (4.12) obtenemos
ganX" + (Gan 1+ pnap)x" 1+ + (gac + p(k + Daga + (K + 1)(K + 2az )X +

+(gag + pay + 2a) = pn(X);

de donde igualando coe cientes obtenemosun sistema compatible de ecuacionesya que
hemossupuestoque el grado de p, esexactamelte n.

Este metodo obviamerte funcionasi g6 0 (>por que?),pero>qgue ocurre siq= 07?,0 sea,
si tenemosla EDO

yo%+ py’= po(x); a6 0 (4.13)

siendop, un polinomio de grado n. Entoncesel metodo anterior no funciona puessi susti-
tuimos y,(Xx) = ag+ a;x +  + a,x", obtenemosque L [y,] esun polinomio de gradon 1
mientras que el dereto esde gradon. Para resoler el problemabuscamoda solucon de la
forma

Yp(X) = @0+ ayX +  + apx" + ansy X"

Ahora bien, como la EDO homogeneaes y®+ py? = 0, entonces cualquier constarte es
solucbn, por tanto ag en la expreson anterior puedeser cualquiera,as que sin perdida de
generalidadla tomaremosigual a cero, luegola solucon particular la podemosbuscaren la
forma y,(x) = xrn(x) y los coe cientes de r, los encontramos sustituyendo dicha solucon
en (4.13) e igualando coe cientes.

4.2.2. Caso f(x) = pn(x)e*

Veamosahoralas EDOs del tipo

yo% py’+ ay = €¥pn(X); (4.14)

siendop, un polinomio de grado n. Para resolerlo hacemosel canbio y(x) = e*v(x), que
nos conducea
LIyl = e¥fv®% (2c+ p)v°+ (q+ pc+ S)vg;

luego
V% (2c+ pvO+ (g+ pc+ GV = py(X);

por lo que nuestra EDO (4.14) sereduceal casoanterior (4.12).
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4.2.3. Caso f(x) = pn(x)e”*senl x) y pn(x)e*sen( x)
Veamosahora comoresoher los casos

yo% py’+ qy = pa(x)e™sen( x); Y% py°+ qy = pn(x)e™ coq! X); (4.15)

siendop, un polinomio de gradon.
Para resoler estecasonotemosque si y(x) = u(x) + iv(x), u;v, funcionesrealesesuna
solucbn de

LIy] = y°% py°+ qy = f (X) = f1(x) + if 2(x); fq;f, funcionesreales

enoncesL[u] = f1y L[v] = f,], lo cual esconsecuenciale la linealidad L .
Seaerntoncesyp(X) = u(x) + iv(x) una solucon particular de

LIyl = yo% py’+ ay = pa(x)€" * = pn(x) cog! x) + ipn(x) ser(! x):
Entonces<[y,] = u(x) essolucbn de y%°+ py’+ qy = p,(x)cog! X) y =[yp] = v(x) de
yo% py’+ ay = pa(x) sen( x).

4.2.4. El metodo de los coe cien tes indeterminados

Seala EDO lineal no homogena(4.11) y°tx) + pyAx) + qy(x) = f (x) y seanyy(x) e y»(x)
dos solucionedinealmerte independiertes. Entoncesvamosa buscarla solucon de la EDO
enla forma

Yp(X) = cu(X)ya(x) + C2(X)y2(X);
conc, y ¢, talesque
y1+ Gy2 = O; (4.16)
cys + Qys = f (x): (4.17)
De esaforma tenemosque resoher dos EDOs de primer orden. Para ello multiplicamos la
primera por y9, la segundapor y; y las restamoslo que nosda c[y1yS  y%y,] = f yi, o bien,
la primera por y? y la segundapor y,, para obtener &d[y1yS %] = f y,. Ahora bien,
[y1y?  y9,] = WIys;y2](x) 6 O cualquieraseax 2 R puesel Wronskianode dos soluciones
linealmerte independiertes de la EDO homogeneanunca se anula (ver el teorema4.4), de
dondeobtenemosquec; y ¢, satisfacenlas EDOs

f (X)ya(x) . fF(X)yi(x) .

Wy1;y2](x)’ Wy1;y2](x)

El metodo anterior sedenominametodo de Lagrangede reduccin del ordende la EDO

de segundoorden o metodo de los coe cientes indeterminados.Obviamerte este metodo se
puedegeneralizarfacilmerte para el casode ordenn.

d(x) = (x) = (4.18)

Ejemplo 4.5 Resolvery® y= ¢&*,

La solucon general del problema homogeneoes y,(x) = c€ + ce %, ertonces busca-
mos la solucbn particular en la forma® y,(x) = ci(x)€* + c(x)e *. Como Wy;;y,](x) =
W(e';e X]= 2, laformula (4.18) nosda
e e e e e~
0 — N 0 = R = = = - = =
d=% @@= 5 D al=5 al= e 3 K= 5o
Por tanto, la solucion generales

X

y(X) = € + e X + e%:

SDeaqu el nombre de metodo de variacion de las constantes puessecarrbian las constartes que aparecen
en la solucion generaldel problema homogeneopor funcionesindeterminadas.
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4.3. Aplicaciones

Ejemplo 4.6 Vibracionesmecanicas

Como primer ejemplo consideraremosin carro de masam que se muewe bajo la accon
de una fuerzaF y que esta sujetado a la pared mediarte un resorte de constarte elastica
k (ver gura 8). Si suponemosadengs que la fuerza de rozamienio es proporcional a su
velocidad entoncesla segundaley de Newton nosconducea la EDO mx %% ax®+ kx = F(x),
0 equivalertemerte,

a

x%% 2x O+ 1 2x = f(1); :—>0;!2:%;f(t):

- (4.19)

F(t).
e
con las condicionesiniciales parat = 0 de la posicion x(0) = X, y la velocidad x40) = v.
Vamos a estudiar los distintos ca-
Sos

1. El primer casocorrespnde cuandono te-
F nemos fuerza externa ni rozamierio, o sea,
00099 Q—» f =0y = 0.Entoncesla EDO (4.19) es
| x%+ 1 2x = 0y por tanto la solucon general
es
Figura 8: Carro del ejemplo4.6. x(t) = ¢ senf t) + ¢, cos( t);

gue al usar las condicionesiniciales setransforma en

q___
X(t) = xpcos( t) + vo=! sen{ t) = x3+ vi=!2cos(t ); = arctan(! Xo=\):

la solucon en este casoes periodica con periodo T = 2 =! por lo que el movimiento se
denominamovimiento armonico simple (ver gura 9 izquierda).

En la ultima igualdad hemosusadola identidad
acos( t)+ bsen(t) = Acoq!t ); A= P a?+ p?; = arctan(b=9; (4.20)

cuya demostracon es inmediata, basta aplicar la formula para el cosenode una sumae
iderti car los coe cientes del senoy el coseno.

X

e /\/\ t
\/

Figura 9: EI movimiento armonico simpley el movimiento amortiguado.

2. Supongamosahora que eliminamossolamette la fuerzaexterna, ertoncesla solucon es
2 1 2x.

p—
x(t)= cie ** 7' X+ e X

Tenemosque considerartres casos:
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) P—— - )
2a.Si > !, enonces,llamando = 2 12<  tenemosla solucon

x()= e ¢ M+ cge (7

gue decreceexponencialmere a cero.En estecasosedice que el movimiento essobreamor-
tiguado ya que en un breve espaciode tiempo el carro separa.

2b.Si =1, entoncesla solucon es
X(t) = (cait + c)e
gue tambien decreceexponencialmete a cero.

. p T A 3 A .
2c.Si <!, entonces,llamando = | 2 !2j< tenemosla solucbn
x(t)=e ' [cicof t)+ cysen( t)];

que decreceoscilandoexponencialmere a cero (ver gura 9 dereda). En estecasosedice
gue el movimiento es amortiguado ya que aunque oscila, las oscilacionesterminan en un
breve espaciode tiempo y el carro separa.

3. Veamosel casogeneraly, por simplicidad, consideremosl| casode una fuerza periodica
muy frecuerie en la naturaleza. En estecasola ecuacon esde la forma

x%% 2x %+ 1 2x = focoq t):

Obviamerte la solucbn generalesla sumade una solucion particular masla solucon general
de la EDO homogeneaque acabamosde considerar.Para encorirar una solucon particular
usamosel metodo aprendido antes, lo que nosda

)t 2 2
Yolh) = 2 fozé+ 2 ) %O=<kl= : (! ZCOS(Z)tz):j Ll

de dondededucimosla solucibn

(2 ?cos(t)+2 ser t)

X(t) = xp(t) + (12 )24+ 4 2 2

fo: (4.21)

Noteseque entodoslos casosxy(t) tiende ex-
AQ ponencialmere a ceropor lo quesit essu ciente
grandex(t)  Xp(t). Siusamoda identidad (4.20)
obtenemosparat su cientemerte grandela solu-
cion
fo
(12 2)2+4 2 2

X(t)  Xp(t) =P cos(t ),

! donde = arctan 2—; .
Como se ve en la formula anterior, las osci-
Figura 10: Amplitud de las vibraciones lacionestienen una amplitud que dependede la
forzadas:resonancia. propia frecuenciade oscilacon. Obviamerte para
= I la amplitud esmaxima, esdecir cuandola
frecuencia de la fuerzaexterior esigual a! |
como! solo dependede las caractersticasde sistema,en estecasom y k, sesueledenominar
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frecuenciapropial. Enla gura 10 represemamos el valor de la amplitud (eje y enfuncion
de la frecuenciaexterior (eje x) para distintos valoresde . La gra ca masalta correspnde
al menorvalor de (menor \viscosidad") y la mas pequeya al mayor. Si = 0 esfacil ver
gquepara = ! laamplitud esno acotada.Este fenomenode\ampli caci on" dela amplitud
de las oscilacionesse conace comoresonancia

Veamosahoraque ocurre si = 0, 0 seasi no hay rozamieno. En estecasola EDO es
x%% 12x = focoq t):
Si 6 ! entoncessimplemene tomamosel | mite cuando ! 0en(4.21) que nosda,
f
X(t) = cpcos( t) + c;senf t) + |2—02 cos( t):

Si =1 enoncesla solucobn anterior no vale como se

x puede comprobar facilmerte (pues f=(! 2 2y cos( t) deja
de tener senido). En estecasotenemosque repetir el proceso

~ /\ A /\ anterior lo que nosda, para la solucon particular la expreson

\ \/ \/ Xp(t) = < ;—(!’te”t = fz—c!’tsena t);

y por tanto,

Figura 11:Resonancianun ‘
sistemasin rozamieno. x(t) = cicog! t) + cysen( t) + 2—|°tsena t):

Noteseque a diferenciadel casocon rozamierto, eneste,sit! 1 , la solucon esno aco-
tada puesfot=(2! ) I 1 , esdecir nuestro sistemapresena un movimiento oscilatorio con
frecuencia ja peroconamplitud que aumerta linealmerte con el tiempo.

El fenromenode la resonanciaes conccido desdehace muchos arosy es el causane de
mas de un desastreen sistemasmea@nicos. Por ejemplo, en 1831, un grupo de soldados
intento cruzar marchando en puente de Broughton (cerca de Manchester, Inglaterra). La
fuerza periodica que ejercieronal marchar ertr o en resonanciacon la frecuenciapropia del
puerte y estesevino abajo. A partir de esemomerio se prohibio a los soldadosmarchar
cuandofuesena cruzar un puerte.

Figura 12: El desastredel puerte de Tacoma.

Otro famosodesastrefue el puerte de Tacomaen el estadonorteamericanode Washing-
ton. Este puene seabrio al publico el 1 dejulio de 1940.Desdeesemismod a, seobseno que
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el puerte comenzabaa oscilar (ver gura 12 izquierda) lo que lo corvirti 0 en una atraccion

tur stica local puesciertos de conductoresiban solo para disfrutar de esteextraro fenomeno.
El puerte pareca aguartar bien, es mas varios expertos asegurabanque todo estababajo

control, peroel 7 de noviembre de 1940las oscilacioneempezarona hacersemayoresy sobre
las 10:00am alcanzabanlos 7 metros. Obviamerte el puente haba enrado en resonancia
con el aire debido a un fenomenoaeradinamicoy termino por derrumbarsea las 11:10am
(ver gura 12dereda), afortunadamerte sin ningunav ctima humana (solo murio el perrito

de un periodista que hasta ultima hora estuwo sobreel puene y logro escaparde milagro

pero olvido su perro en el interior de su coche atrapado en el medio del puerte).

Ejemplo 4.7 Vibracioneselectricas

Consideremosahora el circuito electrico represetado el la gura 13 donde R esuna
resistencia,lL unainductanciay C un capacitor conectadoenseriaa unafuerte de corriernte
U(t).

Denotemospor q(t) la cargaque hay en
el capacitor en el momerio de tiempo y por L
i(t) = ot) la corrierte, o sea,la carga por
unidad de tiempo. Entonces, la Ley de Kir-
chov nos da la siguierte ecuacon que deter-
mina la cargaq(t) c —

U@t) = Li%t) + Ri + C lq(t); R
0, equivalenemerte,
o™+ 2rc’+ 1 2g(t) = u(t); -
donder = R=(2L), 12 = 1=LC) y u(t) = o0
U(t)=L. Figura 13: Circuito RLC del ejemplo4.7.

Obviamerte la EDO anterior estotalmente analogaa la EDO (4.19). En particular la
solucbn generalde estaen el casocuandou(t) = upgcogq t) es

('2  2cos(t)+2r sen(t)

qt) = () + T e 4T o (4.22)
donde 8
gcle( T+ e (O r> !
Gh(t) = 3 (cit+ c)e *; r=1

N

e ' [cicos(t)+ cysen(t)]; r
siendo = jr2 13,
En particular, si = ! tenemosla solucion
u
o(t) = cicos( t) + csen( t) + 2—|Otsenc t):

gueesno acotada.Lo anterior nosindica que el analisis de un circuito RLC esanalogoal de
un oscilador, en particular tendremosel mismo fenomenode resonanciacuando I'. De
hedo, en estefenomenose basanlos equipos de radio actuales.

Ejemplo 4.8 Los osciladoesaoplados
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En el ejemplo anterior hemosestudiadoel mo-
vimiento de un osciladorarmonicoy hemosdescu-
bierto que este se puede describir facilmerte con
una EDO lineal de orden dos. Vamos a ver a | k, SLET S M2k,

cortinuacion el casode varios osciladoresacopla- W
dos.

Enla gura 14vemosdososciladoresacoplados. Figura 14: Dos osciladoresacoplados.
Obviamerte si no existierael resorteks quelosune
cada uno oscilara segin la ley que hemosvisto antes. Veamosque ocurre al incluir este
resorte.Llamemosx; y X, alos desplazamietos de la posicon de equilibrio de los carrosm;
y m, respectivamerte, ertoncesla segundalLey de Newton nosda

mix3%=  kixg+ ka(Xz  X1) = (kg + ka)xq + KaXp;
(4.23)

mox3%=  ka(X2 X1) koXp = kax1 (ko + Ks)Xo:

Para resolher el problemavamosa despejar x, enla primera ecuacon y sustituirla en la
segunda.Eso nosconducea la siguierte EDO lineal de cuarto orden
k1+k3+k2+k3 0 ki+ ks  kp+ K k2

x 90+ X1 = 0: 4.24
m; m, ¢ m; m, mm, (4.24)

x$P +

Por simplicidad escgamosm; = m, y k; = f, = k3. Entonces(4.24) nosda

X+ 4 3= 0 122 K
m
La ecuacon caracterstica es
A+ 422431420 2 = p§!i; ! i;

de dondededucimosque la solucion tiene la forma
X1(t) = ¢ cos(p 3t)+ G senF 3't) + czcos( t) + cisen( t)
= A cos(p 3t )+ Aycoslt )

De la solucon podemosver que en funcion de las condicionesniciales puedeocurrir que A,
0 A, seanulen. En este casoel sistematiene un movimiento oscilatorio con frecuencias!
y 3!, conacidas como frecuenciaspropias del sistema.Analogamere se puedeobtener la
expreson para Xa.

x2(t) = a2 !?)cos(t)+ c(2, 37 cosP 3l't) 4 2c;sen( t)
C! 2senf t) + 2c4sen( 3't)  3cy! 2sen( 3!'t)

Escgamosk = m = 1 deformaque! = 1. Entonces
X1(t) = ¢ cos{) 3+ ¢ senéO 3t) + czcost + ¢4 sent;

X»(t) = cicost + c;sent ¢ cosF 3+ ¢ senF 3t):

Supongamosqgue x1(0) = 1, x(0) = 0, x»(0) = 1y x3(0) = 0, ertoncesobtenemos

X1(t) = cost Xo(t) = cost:
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Figura 15: Casox1(0) = 1, x9(0) = 0, x»(0) = 1y x3(0) = 0.

Figura 16: Casox1(0) = 1, x9(0) = 0,x,(0) = 1y x5(0) = 0.

Six;(0) = 1,x%(0) = 0, x,(0) = 1y x50) = 0, tenemos
xit) = cog” ) xa)=  cof F);

0 sea,tenemosque las oscilacionesson con las frecuenciaspropias.

48

Pero si escogemospor ejemplo, x1(0) = 1=2, x$(0) = 1, x»(0) = 1y x30) = 1=2,

obtenemos p_ p_
X (t) = coqt) N 3coy 3t) N 3 sin(t) . sin(_ 3t)
1 - 4 4 4 4|u § 1
%o(t) = cogt) 3 cos(p 3t) , 3sin() sin(E 3t)
2 - 4 4 4 4P’ § ’

esdecir, esuna combinacion de las frecuencias.

Figura 17: Casox1(0) = 1=2,x%(0) = 1, x»(0) = 1y x3(0) = 1=2.
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4.4. Problemas
Problema 4.9

Encortrar la solucon generalde las siguiernes ecuacionegsliferencialesy la solucon corres-
pondierte a las condicionesinicialesindicadas:

1. ¥y y° 6y=0,y(2 = 0yq2) = 1.
2. y%+ 12y°%+ 36y = 0, y(0) = y{0) = 2.
3. y% 4y°+ 13y = 0, y(0) = 1;yY0) = 0.
Problema 4.10
Resoler las EDOs
yo0 4x = 4x%+ 2x.
yOor yO+ y = 1+ 2x + 3x5,
y% y = x2e cony(0) = yY0) = 0.
y%+ 2y + 1= xe *sen(X) cony(0) = 1; y{0) = 0.

o o A W N P

y%+ y0 By = senx + xe?.
Problema 4.11

El oscilador armonico simple y el pendulo simple se represetan esquenaticamerte en la
gra ca 18ala izquierday dereda respectivamerte.

mg |

Figura 18: El osciladory el pendulo simple.

Las EDOs que gobiernanestossistemasson
my®+ky=0, 'y |%g =0

respectivamenrte, donde y(t) es distancia a que se encuenra el cuerpo de masam de su
posicon de equilibrio (gura 18izquierda)y (t) esel angulo que forma el pendulo con la
horizortal (gura 18 dereta).

1. Encuertra la solucon generalde ambas EDOs.
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2. Sielosciladorseencoriraba en el inicio en su posicion de equilibrio (y(0) = 0) y tena
una velocidad inicial y{0) = vy, >que posicion ocupaal cabo de 1 segundo?y al cabo
det segundos?

3. Sisuponemosque inicialmerte el pendulo se deja caerdesdeuna altura h = [=10, sin
velocidad inicial, a que altura seencueitra el mismo al cabo de 1 segundo>y al cabo
det segundos?

Problema 4.12

Resuele las EDOs
1.y%% 8y = x2,  2.y%0 6y%% 11y 6y = xe*+ x?, 3.y"® 16y = 3cogx).

Problema 4.13

Encuertra la EDO quegobiernaun sistemade dososciladoresacopladoscomoel del ejemplo
4.8incluyendorozamierio. Hagael estudio analogosi sobreel primer carro actua una fuerza
externadel tipo F (t) = Fgocos( t).

En ambos casosresueha la EDO correspndierte. Analice los casos:1.) m; = m, y
k]_: k2: k3, 2.)m1= mzyk]_: kz, k3: 2k1y3) m; = 2m2yk1= k2= k3.

Problema 4.14

Encuertra la EDO quegobiernaun sistemade tres osciladorescomoel que semuestraen la
gura 19y restelvela.

O U OH© OH

Figura 19: Tres osciladoresacoplados.
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5. Soluciones de EDOs en serie de potencias

Seala EDO
yo%* p(x)y°+ q(x)y = f (x): (5.1)

El objetivo esresoher la EDO anterior cuandolasfuncionesp(x), q(x) y f (x) dependende x.
Para ello vamosa suponer que dichas funcionesson\razonablemene" buenasenun enorno
de cierto punto X, de la rectareal y buscaremoda solucion comouna serie de potencias es
decir en la forma

b3
yox) = alx X0 @ a&2R: (5.2)
k=0
Las funcionesque se puedenexpresarmediarte una seriede potenciascorvergeries entodo
un ertorno de X = X como la anterior se denominanfuncionesanalticas en x = Xq. Por
sencillezsupondremosxy = 0, ya queencasoqueXx, 6 0 siemprepodemosrealizar el canmbio
devariablez = x Xo de forma que en la nueva variable z; = 0.

La idea del metodo es sustituir la seriey(x) (5.2) en (5.1) e igualar los coe cientes de
las potencias.De estaforma obtenemosun sistemade ecuacionegara los coe cientes a, en
(5.2). Es importante que la seriecorverja entodo un enorno de X, de estaforma tenemos
aseguradda existenciade la solucion al menosen cierta region. Antes de enunciar nuestros
primeros resultadosveamosun ejemplo:

Ejemplo 5.1 Resolverla EDO y%© 2x° 2y = 0.

. P .
Buscamosla solucon y(x) = LO a XX, la sustituimos en la EDO y usamosque

g% X X X
Y=o ax= (ax)= kaox* T= o (n+ Danax’;
X k=0 k=0 k=0 n=0
d d X2 X s
Y= Sy = o kao = k(k Dacxt = (n+ D(n+ 2anex”
X X k=0 k=0 n=0
lo que nosda
X X X
k(k Dax*! 2 kaxt 2 axk=o0;
k=0 k=0 k=0

gue equivale a
[(n+ 1)(n+ 2)an.,  (2n+ 2)a,]x" = 0
n=0
Como(x"), esuna suceson de funcioneslinealmerte independiertes la igualdad a cerotiene
lugar siy solosi (n+ 1)(n+ 2)ay+2 (2n + 2)a, = 0, de dondetenemos

An+2 = an; n O

n+ 2
Obviamernte la ecuacon anterior de ne todos los valoresde a, en funcion de ag y a;. En
efecto,si sabemosay, la recurrenciaanterior permite calcularlosvaloresa,, ag, ...ax, k 2 N
y si conacemosa; enoncespodemoscalcular ag, as, ...ax+1, kK 2 N. As, tenemos

2. 2 2 on o
Mo 2T o o2n 2 YT T @n@n 2) 2 n!’
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2 2 2 2"

N+ 11T onx 1 2n 1 23T T onen@en 1 31

esdecir2"=2n + 1)!'a;, donde(2n+ 1)'=1 3 5 (2n+ 1). De estaforma obtenemosdos
solucionedinealmerte independiertes (una tiene solopotenciasparesy la otra soloimpares)

don+1 =

( ) hs ¥ 2n N D Ny 2n+1
y(X) = ao —ta YZ P INTE
| + I
ho N o (2n+ )N
Obviamerne la primera sumaesfacilmerte reconaible comola seriede potenciasde la fun-
cion &, no as la segundaque en generalno se expresacomo combinacion de funciones
elemenales. De la expreson expl cita de las dos sumasanteriores esfacil comprobarque el

radio de convergenciaesin nito.

Esta claro que el metodo anterior no siempre funciona. Por ejemplo, consideremoda

EDO ) )
XY 2y? 2y=0 () Y+ y? Gy=o0
Si sustituimos la seriede potenciastenemos

s s s
k(k 1)ax* + 2kay xX 2a.x =0
k=0 k=0 k=0

de dondesededuce
a = 0 (n (n+2a,=0, n2N =) aa =0, 8n2N; né61l

esdecir, solo podemosencorirar una solucon: y;(x) = x. Ello esfacil de entender puesla
otra solucon de estaEDO esy,(x) = 1=x? que obviamerte no esta de nida enx = 0.

5.1. El metodo de reducci on de orden

Supongamosjue conacemosuna solucon y;(x) no nula dela EDO y°% p(x)y% q(x)y = O.
Busquemoda segundasolucon independierte y,(x) enla forma y,(x) = v(x)y1(x). Sustitu-
yendoy, enla EDO y usandoque y{% p(x)y$ + g(x)y. = O tenemospara v la EDO

yivo% 2y2+ p(x)y)vP=0 =)  yiu®+ (2y?+ p(x)y)u; u= VG

de dondededucimos

R 7 R
e P(x)dx e PO)dx
u(x) = C—2 =) v(x) = C — % D:
Y1 Y1

Comoy(x) = ¢1y1(X) + cy2(x) podemosescogersin perdida de generalidadC = 1y D = 0.

Ejemplo 5.2 Encontrar la segundasolucion linealmenteindependientedela ED y°% py=xy%
(Po  1)°=(4x?)y = 0 si una solucion esy;(x) = x Po=2+1=2,

Comoy;(x) = x P=2*1=2 y p(x) = pp=X, ertonces

R
Po=xdx

u(x) = VO(X) = Cei = Ce Pologxypo 1 —

S Pol =) v(Xx) = logx

<| O

de dondey,(x) = x Po=2*1=2|ogx.

Es facil ver que si aplicamosel metodo de reduccbn de ordena la ecuacon x2y%% 2xy
2y = 0 estudiadaen el apartado anterior obtenemosque la segundasolucon linealmerte
independierte esy,(x) = 1=x2.
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5.2. Puntos regulares y singulares de una EDO

De nici on 5.3 Dada la EDO (5.1), el punto xo se denomina punto regular de (5.1) si
p(x), g(x) y f (x) son funcionesanalticas en x = Xg, 0 s&, si p(x), g(x) y f(x) admiten
una representacon en serie de potenciasen un entorno de Xo. En casocontrario sedice que
Xo €sun punto singular.

Por ejemplo, el punto X, = 0 esun punto regular de la EDO xy%+ (senx)y®+ x3y = 0,
mierntras que Xo = 0 esun punto singular de y°%+ x2y%+ x>y = 0.

Teorema 5.4 Sea X, un punto regular de la EDO y%+ p(x)y°+ q(x)y = f (x). Entonces:

1. Paraf (x) = 0 (problemahomaene) la EDO anterior tiene como solucioneslineal-
mente independientesdos funcionesanal ticas.

2. La solucion del problemade valores iniciales y(xo) = Yo, YAX0) = Yy existey esunica
y se expresamediante una serie de potencias(es decir esuna funcion analtica).

Es posible, adenas, probar que el radio de corvergenciade la solucon de la EDO (5.1)
esel menor de los radios de convergenciadep, qy f .

Esta claro queel punto x = 0 essingular para la EDO y%% x2y%+ x2=3y = 0. Una opcion
esresoler entoncesla ecuacon usandouna serieen torno a otro punto, por ejemplox = 1.
No obstarte muchas veceses necesariover o que ocurre en el ertorno del punto singular.
Ello no siempreesposible,aunqueen algunoscasosgsi lo es.

De nici on 5.5 Un punto x, se denomina punto singular regular de la EDO (5.1), si las
funciones(x Xo)p(X) y (X Xo)?q(X) sonanalticasen x = Xo.

Lo anterior equivale a que

b3 b3
(X Xo)p(x) = P(X X0)* = potpix+ (X Xo)a(X) (X Xo)* = o+ px+

k=0 k=0

Usualmerte la EDO homogenea(f (x) 0) (5.1) conun punto singularen x, seescrike
dela forma

(X x0)?y%* (x  xo)l(x  xo)p(X¥)]+ [(x Xo)?q(x)ly = O: (5.3)

De nici on 5.6 La ecuacon r(r 1)+ por + ¢p = 0 sedenominaecuacion indicial de la
EDO (5.3) con un punto singular en xg.

En lo que sigue,por simplicidad, asumiremosxy = 0.

Un ejemplomuy sencillode EDO con un punto singular regular en el ceroesla EDO de
Euler
x2y%%+ xpoy®+ oy = O: (5.4)

Sibuscamoda solucon enformadeseriey(x) = |1=o ax* y sustituimosenla EDO anterior
deducimos
[n(n 1)+ npo + plan = O; 8n 0

luego,engeneral,a, = 0 lo cual indica quela EDO anterior no tiene comosolucon ninguna
seriede potencias.Es facil ver que la solucibn se puedebuscaren la forma y(x) = x", para
x > 0. El casox < 0 sededucefacilmerte de este sin mas que hacerel cambio x =z,
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z > 0. Sustituyendoy(x) = x" en (5.4) tenemosquer ha de satisfacerla ecuacon indicial
r(r 1)+ por + (p = 0. Seanr; y r, las solucionesde la ecuacon indicial,

o 1 C (o IF 4w,
2 2 '

Entoncessetienen los siguiertes casosparax > 0

M. =

1. Caso(pp 1)> 4q > 0,r.<r,2 R (dosracesrealesy distintas)

y(Xx) = cix't + cx'?; x> 0 (5.5)

2. Caso(pp 1)> 4= 0,r;=r,2 R (dosra cesrealesiguales)

y(x) = c1x' + cx" log(x); x> 0 (5.6)

3. Caso(py 1)> 4 < 0,rq;r, 2 C (dosracescomplejas).Sear, = a+ bi, ertonces
la solucbn es

y(x) = ¢1x? cogblogx) + c,x? senplogx); x> 0 (5.7)

Si queremostener la solucon tambien para x < 0 basta sustituir en las expresionesel valor
de x por jxj.

Veamosque ocurre en el casogeneral.En estecasola logia indica que quiza la solucon
tengala forma®
h s
y(x) = x"  axk:
k=0

Entoncessi sustituimos en la EDO (5.3) e igualamospotenciasnos queda,

Xl

[(n+r)(n+r L)+ (n+r)po+ plan+  [(K+ )P k+ h ke = 0;
n=0 k=0

de donde, al igualar la potencia x", se sigue que r ha de satisfacerla ecuacon indicial
r(r 1)+ por + @ = 0, y ademas sededuceuna relacion de recurrenciapara cadauno de
los coe cientes a, en la expreson de la serie.No obstarte tenemosque ser cuidadosospues
puedeocurrir quela relacion recurrerte paralos coe cientes a, notengasolucon. En general
setiene el siguierte

Teorema 5.7 Sela EDO x2y%% x[xp(x)] + [x2q(x)]y = O, y las funcionesp(x) y q(x) tales
quexp(x) = po+ pX + y X%0(X) = @+ X + saan funcionesanalticas en xo = 0.
Dada la ecuacion indicial r(r 1)+ por + @ = 0, entonces las dos solucioneslinealmente
independientessolucionesde la EDO anterior son de la forma

1. Caso(pp 1) 4 >0,r.<r,2Roonr, r;62Z (dosracesrealesy distintas que
no di er an en un entero)

A b
y(x) = axi  axf+ox,  bxk x> 0 (5.8)
k=0 k=0

6Recordar que estamossuponiendo xg = 0.
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2. Caso(py 1) 4p<0,rqy;r2Cr, rq62Z (dosracescomplejasqueno dieran
enun entero). Sear; = a+ bi, entonesla solucon es

A 3
y(x) = cix®cosplogx)  axk + cx¥senplogx) bk x> O (5.9)
k=0 k=0

3. Caso(pp 1)> 49 =0,r;=r,2 R (dosracesrealesiguales)

" ! #
X b3

y(x) = ogx™  axf+c  xt ax logx+ x™ bxk o x> 0: (5.10)
k=0 k=0 k=0

4, Caso(pp 1 4p=0r.=r, N 2R, N 2 Z (dosracesrealesquedierenen
un entero)
" ! #
b3
y(x) = cix™ axk+ o A Xt axf logx + x™tN O pxk o x> 0;
k=0 k=0 k=0
(5.11)
dondeA escierta constante que puale ser nula.
En todoslos casoslas seriesconvegenen un entorno de xqo = 0.

Esta claro del teoremaanterior que estecasoesmucho mas complicadoque el anterior.
Aqu solo noslimitaremos a mostrar un ejemplodel primer casopor seresteel mas sencillo.

5.3. La ecuacion hip ergeometrica de Gauss
Como ejemplo consideraremoda ecuacon hipergeonetrica de Gauss
x(1 x)Y% [ @+ + )x]y° y=0: (5.12)

Por sencillezasumiremosque 62Z.
Obviamente x = 0 esun punto singular regular. En efecto, dividiendo por x(1  X)
tenemos

_ a1+ + )x _ :
luego
xp(x) = 1+ + x+ 5 xP(x) = X+

ertoncespp = Yy @ = 0y la ecuacon indicial esr(r 1)+ r = 0, de donde tenemos
dossolucionesr = 0yr =1 . Como hemossupuestoque 627, erntoncestenemosdos
soluciones

b3 ) b3

yix) = anx" yaX) = x by x":
n=0 n=0

Comencemoor la primera. Sustituyendoy; en (5.12) obtenemos
(n+ )N+ Jag = [N+ ( + In+  Jan;
por tanto,

(n+ 1)(n+ 1)
n(n + 1)

an = an 1, n L
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Si denotamospor (a), el producto

(a)o=1; (@n=a@+1 (a+n 1), n 1 (5.13)
erntoncesobtenemos
a, = ( )n( n.
( )an!’
por tanto 2
_ ; _ (O Xk,
y(X) = 2F1 X = B O K (5.14)

conccida como funcion hipergeometrica de Gauss Es facil comprobar que el radio de con-
vergenciade la serieanterior esR = 1.

Si ahora sustituimos la segundasolucibn obtenemos

(n+ )(n + ) _ _
n(n D) an 1; =) ay =

de dondetenemos
ya(x) = xt oF; X
Noesequesi 2 Z erntoncesuna de las solucionesdeja de estar de nida. En estecaso

hay que buscarla solucon incluyendo el correspndierte termino logar tmico.

5.4. Problemas

Problema 5.8 Resuelvelas EDOs siguientesusando series de potencias, si es posible, e
indica la region de convelgenciade las mismas

1. x%0=y+ x?+ 1,
2. xy°= 2y + xe*,
3. Y% 20+ y =,
4. (x* 4)y% 3xy°+y=0.
Problema 5.9 Seala EDO (1+ x)y°= py, y(0) =1, p2 R.

=]
1. Busa@ su solucion en serie de potencias i:o a,Xx", y pruela quea, = p(p 1)(p
2) (p n+ 1)=n.

2. Encuentra la region de validezde la dolucion anterior.
3. Compruela quela funcion y(x) = (1 + x)P essolucion de la misma.

Como conseuenciadel teoremade existenciay unicidad, en la region de convelgenciade la
serie tendremos

Xopp D 2 (p n+1),

1+ x)P= o

P2 R;

n=0

queno es mas que el teoremadel binomio enontrado por Newton.
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Problema 5.10 Resolverlas EDOs usandoseriesalrededor del cero (punto regular)
1. (1 x?)y% xy%+ p?y = 0, (EDO de Chebyshev)
2. (1 x?y% 2xy%+ p(p+ 1)y = 0, (EDO de Legende)
3. y% 2xy°+ 2py= 0, (EDO de Hermite)
4

y%% xy = 0, (EDO de Airy). Usandola solucion de la EDO de Airy resolverla EDO
y0 xy = 0.

Problema 5.11 Pruela quela EDO de Euler
ax?y%{x) + bxyAx) + cy(x) = 0; a;b;c2 R
setransforma, con el cambiox = € en una EDO con coe cientes constantes:
ayz)+ (b a)yz) + cy(z) = O

Problema 5.12 Resuelvelas siguientesEDOs de Euler

1. x2y%+ 2xy® 6y =0,

2. x%y%% xy® bBy=0,

3. (x 1H0 2(x 1)y°+ 2y =0,

4. x2%y%+ 3xy%+ 2y = 0.
Problema 5.13 Resuevdas siguientesEDOs alrededor de x = 0 (punto singular regular)

1. xy% (1 x)y°+ py= 0, (EDO de Laguere)

2. xy%+ (1+ x)y%+ py = 0, (EDO de Laguerr genealizada)

3. x%y% xy%+ (x> p?)y= 0, (EDO de Bessel)
Problema 5.14 La EDO

x(L x)y°% [c (a+ b+ 1x]y° aby= 0; a;b;c2 R

sedenominaecuacion hipergeometrica de Gauss(aunquefue intr oducidapor Euler en 1769).
Encuentra dos solucioneslinealmenteindependientesde la misma. Usandoun cambio apro-
piado de variables demuesta que las solucionesde las EDO de Chebyshew Legende se
pueden expresar en funcion de las solucionesde la EDO hipergeometrica de Gauss.

Problema 5.15 Encuentra dos solucioneslinealmente independientesde la EDO hiper-
gemetrica con uente de nida por

xy%% [c x]y° ay= 0 a;c2 R:
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6. Los polinomios ortogonales clasicos

6.1. La ecuacion diferencial hip ergeom etrica.

Nuestro objetivo sefa estudiar los polinomios ortogonalesclasicosde nidos sobreel eje
real los cualesvamosa de nir comolas solucionespolinomicasde la siguierte EDO

(X)y%%* (x)y°+ y =0 (6.1)

donde y sonpolinomiosde gradosa lo mas2y 1, respectivamerte. Esta ecuacon (6.1)
usualmerte sedenominaecuacion diferencial hipergeometrica y sussolucionesy cumplencon
la propiedad, conacida como propiedad de hipergeometricidad: Si y esuna solucion de (6.1)
susm-esimasderivadasy™ vy, satisfaen una ecuacion del mismo tipo.

Teorema 6.1 Siy esuna solucion de (6.1) susm-esimasderivadasy(™ vy, satisfaen la
ecuacion

(X)yr?q0+ m(X)y% + myYm =0

(6.2)

1
nx)= )+m ) m= o+ A= o+ m )+ 2D %x)
i=0

La propiedadde hipergeometricidadesesmuy importante puesnospermite encorirar una
formula expl cita para los polinomios que satisfacenla ecuacon (6.1). Para ello usualmerte
seescrilen (6.1) y (6.2) en su forma simetrica o autoconjugada

[ ) YT+ (Xy=0 [ () m()YmI’+ m m(X)ym = 0; (6.3)

donde vy , sonfuncionesde simetrizacbon que satisfacenlas ecuacionediferencialesde
primer orden (conocidas como ecuacionesie Pearson):

[ ) (1= () (¥); [ () m°= m(X) m(x):
Conccida encoriramos, utilizando las ecuacionesanteriores, que
m(x) = "(x) (x): (6.4)

Teorema 6.2 Si paratodo k 2 N[ f0g, %+ k °%2 6 0, entonaes para las soluciones
polinomicas de la ecuacion (6.2) setiene la siguienteformula de Rodrigues:

A B. g m (n)
(m) — nmPn . — n .
PO = = S gm0 Ba= 2 (6.5)
1
. n!
Amm = Am()j=, = momy [%+in+k 1) % (6.6)
" k=0
Adenss, el autovalor , de(6.1) es
nin 1
n= n?t —(2 ) o0 (6.7)

Cuandom = 0 la formula (6.5) secorvierte en la formula de Rodriguespara los polinomios

clasicos

(x) dxn
Si imponemosunas sencillascondicionesadicionalessetiene que las solucionesde (6.1)
sonortogonalesdos a dos:

Pn(x) = [ "(x) X)]; n=0;12::: (6.8)
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Teorema 6.3 Sumngamosque x¥ (x) (x) ot = 0O, paratodok 0. Entonceslas solu-
cionespolinomicas P, de la ecuacion (6.1) o)za_naétituyen una SPO respcto a la funcion peso
de nida por la ecuacion [ (x) (X)]°= (x) (x), o s&, secumpleque:
YA b
Pn(X)Pm(X) (X)dX="nm dﬁ; (6.9)

a

donde n esel smholo de Kroneckery d, denotala norma de los polinomios P,,.

Corolario 6.4 Si (P,), esunafamilia de poligomios ortogonalesresgcto a entonespara
b

todok enteocon0 k n 1setieneque x¥Pn(x) (x)dx = O.
a

Para calcular d?, podemosutilizar la formula de Rodriguesque, sustituyendolaen (6.9)
e integrando por partes, nosda:
Z b
d2 = B,( 1)"nla, "(x) (x)dx: (6.10)

a

Una consecuenciale la propiedad de ortogonalidad esel siguierte

Teorema 6.5 Lospolinomiosortogonalessatisfaenunarelacion derecurrenciaatrestermi-
nos de la forma

XPn(X) = aPns1(X) + nPn(X) + aPn 1(X); (6.11)
donde
+ + d2
n_an; H:E bu; n:c‘m nCn+1 o n:anlzn; (6.12)
An+1 8 an+ an 1 an 1 a, di

siendoa,, b, y ¢, los coe cientes del desarollo P,(x) = a,x" + byx" 1+ ¢,x" 2+ |, yd,
esla norma de los polinomios.

Generalmerte seimponeque P 1(x) = 0y Po(x) = 1, conlo que la sucesbn de polinomios
ortogonalesquedadeterminadade forma unica conccidaslas sucesione$ n)n, ( n)n Y ( n)n-

Para calcular los coe cientes principalesa, y b, podemosusar la formula de Rodrigues
parala n l-esimaderivada de Py: P,ﬁ” 1)(x) = Ann 1Bn n 1(X),de donde obtenemosla
igualdad:

P{" U(x) = nlagx+ (N 1)y = Apy 1Bn o 2(X):

Luego,

N(l
-8, [C+3n+k D% p="2O0 gy

k=0 n 1
Comoun corolario de (6.11) seobtiene la conccida formula de Christo el-Darb oux:

Teorema 6.6 Si (P,), esuna suesion de polinomios ortogonalesque satisfae la relacion
derecurrencia a tresterminos (6.11). Entonces se cumple que:

I:)m (X)Pm (y) - _n I:)n+l (X) Pn (y) I:)n+l (y) Pn (X) .

Kern(x;y) =
" d2, o2 Xy

1: (6.14)
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Sihacemogendery ! x, obtenemosla formula con uente de Christo el-Darb oux:

X PR _

Kern(X; X)
n d%

PR (P Pra(OPRX)] n o 1 (6.15)

m=0
De la formula de Rodriguesse deducenuna seriede consecuenciasuy interesaries
1.  esun polinomio de grado exactamete uno.

2. Tomandom = 1 enla formula (6.5) sededuceque

P = — Bl Py 1(); (6.16)

dondeP, ; denotaal polinomio ortogonalrespectoa la funcionpeso 1(x) = (x) (x).

3. Siescribimosla formula (6.5) para el polinomio de gradon + 1 obtenemosuna formula
de diferenciacon

(x)P2(x) = n—”o n(X)Pn(X) BBnL Prs1(X) (6.17)

de la cual sededuceuna relacion de estructura

(X)PAX) = ~Pnia (X) + TWPa(X) + Py 1(x); n O (6.18)

donde
— n 0 Bn . ~ n 0+ ) E . — _hn, 6.19
TR T By 0 " ngtnnt nOhmE o 649

. . po . . .
4. Side nimos Qn(x) ”{il(X)’ ertonceslos polinomios ortogonalesmonicos P, (x) =

x"+ | solucionegle la ecuacon (6.1), satisfacenla siguierte relacion de estructura:

Pn(x): Qn+ nQn 1t nQn 2. (6.20)

6.2. Los Polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi.
6.2.1. Parametros Principales.

Comenzaremosescribiendolos principales parametros de las sucesionesle polinomios
ortogonalesmonicosclasicos,esdecir, tales que su coe ciente principal a, = 1, i.e.,Py(x) =
x"+ b,x" 1+ . Estossepuedenclasi car entres grandesfamilias enfuncion del gradodel
polinomio ( siempreesun polinomio de grado 1). Cuando esun polinomio de grado
cerolos polinomios correspndiertes sedenominanPolinomios de Hermite H,(x), cuando
esdegradol, Polinomios de Laguere L, (x) y cuando esdegrado2, Polinomios de Jacobi
P, (x), respectivamerte. En las tablas 3 y 4 estan represemados los principales parametros
de dichasfamilias, en las cuales(a),, denotaal smbolo de Pochhammer (6.30).
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Tabla 3: Clasi cacion de las SPO Clasicas.

Pn(X) | Ha(X) | La(X) Py (X)

(x) 1 X 1 x2

(X) 2X x+ +1| ( + +2)x+

n 2n n nin+ + +1)
x) || e* X e * (1 x) (1+x)
> 1 o> 1
X)) ex | x"toex @ x)"™ 1+ x)™

6.2.2. Representacion hip ergeom etrica.

61

De la formula de Rodrigues, o usandoel metodo de las seriesde potencias, (6.5) se
puedeobtenerla represemacion de los polinomiosde Hermite, Laguerrey Jacobienterminos
de la funcion hipergeonetrica de Gauss,F; de nida en el casomas generalde forma:

a; 88 :X (a1)k(a2)k (ap)kﬁ:
by; ;i by oo Bk () K!

De estamaneraencoriramos que:

qu

1 m 3
H2m(x) = ( 1)m é lFl 1 X2 ; H2m+l (X) = ( 1)m é X1F1
m 2 m
(D"(n+ +1) n
L,(x) = ( +1) 1F1 +1 X
; _ 2"( + 1)y nn+ + +1 1 X
P, (x) = n+ + +1), 2F1 +1 >

6.2.3. Casos patrticulares.
1. Los polinomiosde LegendreP,(x) = P29(x).

2. Los polinomios de Chelbyshevde primera especie T (X):

1
2

Ta(X) = Po 7' 2(x) = %cos{n arccos(x)]:

3. Los polinomios de Chebyshevde segundaespecieU, (x):

1 sen[f + 1) arccos(x)].
27 sen[arccos(x)]

1.1
2'2

Un(x) = Pi*(x) =

4. Los polinomiosde Gegerauer G, (x):

N

Gn (X) = Pn

(6.21)

Nlw 3

(6.22)
(6.23)

(6.24)



6 LOS POLINOMIOS ORTOGONALES CLASICOS 62

Tabla 4: Parametrosde las SPO Monicas(a, = 1).

Pn(x) || Hn(X) Ln(x) Pr ()
(" n (o
Bn 2n 1 (n+ + +1),
n( )
bn 0 n(n+ ) n+ +
P— + +2n+1
n! 2 n(n+ +1)(n+ +1)
di 2" (n+ +1ni (n+ + +D1@n+ + + 1N+ + +1)32
n 1 1 1
n 0 2n+ +1 ’ ’
2n+ + )2n+ 2+ + )
n dn(n+ )(n+ )n+ + )
n 2 nn+ ) @n+ + 1)@2n+ + )2@n+ + +1)
~n 0 0 n
- 0 2( jn(n+  +  +1)
n : 2n+ + )2n+2+ + )
_ 4n(n+ )(n+ )(n+ + )(n+ + +1)
n N n(n+ ) 2n+ + @2n+ + )22n+ + +1)
2n( )
: 0 : 2n+ + )2n+2+ + )
0 0 an(n 1)(n+ )Yn+ )
: (2n+ + 1)@2n+ + )22n+ + +1)

6.2.4. Otras caracter sticas.

Como consecuenciale las formulas anteriores podemosobtenerlos valoresde los poli-
nomiosen los extremosdel intervalo de ortogonalidad.

Hom(0) = w; Hom+1 = 0 L,(0) = ( 1)n(( n++1) + 1);
2”( + ]_) ( 1)n2n( + 1) (6.25)
Pn; (1) = n Pn; ( 1) - n.

(n+ + +1),° (n+ + +1),
Utilizando la formula (6.16) encoriramos las ecuacioneg = 1;2;3;::;, n = 0;1;2;::):
n!

(n )

Po" " (X); (6.27)

n!

(n )

(P ()=

(Ha(x)) = Ho () (L)) = L," (x); (6.26)

n!
(n )

donde (P,(x))( ) denotala  esimaderivada de P,(x).
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Directamerte apartir delascorrespndiertesEDOs sepuedeprobar quelospolinomiosde
Hermite y Gegelbauer serelacionancon los de Hermite y Jacobi, respectivamerte mediarte
las siguiertes relaciones:

Hon(X) = Lmf(x2);  Hame (X) = XLA(D) ;

1 i,
— P,

2m

N|=

1.
GZm (X) = I:)Zm 2

(x) (2x* 1) (6.28)

1.
3

Gom+1 (X) = Pyt

Ademas, de la formula de Rodrigues se puedeencortrar la siguierte propiedad de simetra
para los polinomios de Jacobi:

N

1.1
2'2

(x) = Zimx Pm 22(2x2 1)

P, ( x)=( 1)"Py (x): (6.29)

Ap endice: La funcion Gamma de Euler
Una de las funcionesque con mas frecuenciaencorraremos es la funcion Gamma de
Euler o , denida, en general,medizarte la integral de Euler
1
(2)= e 't? Mdt; <(z)> O
0
Esta funcion fue de nida por Euler en 1729comol mite de un producto de donde sepuede
deducir la integral anterior (consideradatambien por Euler en 1772) aunque su nombre
y notacion se deben a Legendrequien la estudio en detalle en 1814. En particular, Euler
probo que
1Y 1 °? z 1 12 (n 1

(2)= = 1+ — 1+ — = Im

Zn.
z n n ni o z(z+1) (z+n 1)

Dicha funcion satisfacelas ecuacioneduncionales

(z+D=2(2 @ (D= 7

y adenas, cumple la propiedad
(D)(z+H=""2222)
Utilizando las expresionesanterioresseconcluye que ( 1) = = . Ademas,
(n+=nl=n(n 1) (), 8n 2 N:
La siguierte formula asirtotica de la funcion esde gran utilidad

(ax+ b p2_e A (@)D 3 ¥ >> 1

Y

dondepor a(x) h(x) ertenderemosllm % = 1. Otra funcion muy relacionadacon la
x!
funcion esel smbolo de Pochhammer(a)x (5.13)
(@o=1 (@k=ala+)(a+2) (a+k 1);k=123::: : (6.30)
Es muy sencillocomprobarque
(@, = L2 K.
()
Finalmente, de niremos los coe cientes binomiales
n n! (DR n)k.

k — (n k)!k! k!
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6.3. Los momentos de los polinomios clasicos

En esteapartado vamosa considerarbrevemerie una forma de obteneruna relacion para
los momertos.

Teorema 6.7 Sea 2 C. Sede nen los momertos como

Zy
C. (2= (s z) (s)ds: (6.31)
Si secumplela condicion de frontera
b
(s) (S)(s 20 =G0 (6.32)

a

entones los momentos generlizados veri c an la siguiente relacion de recurrencia a tres
terminos

@C. @+ @+ TWIC, @+ %+, P C a@=0 (633
En particular, para =0, = p2 N, z = 0 obtenemos,de (6.33), la siguierte relacion
de recurrenciaa dosterminos
1

OC, 1+ [ (+p OIC+  °+5p ® G =0 (6.34)

para los momertos clasicos 7

b
Co Cop(0) = sP (s)ds:

a
Vamosa aplicar los resultadosanteriores a los polinomios clasicos.
Para obtenerlos momertos de los polinomios de Jacobi usaremodas expresioneg6.33)
y (6.34).

Ejemplo 6.8 Calcula los momentosde los polinomios de Laguere y Hermite usando el
metado anterior.

En el casoLaguerretenemosque la relacion de recurrencia(6.34) es
Z 1
( +n+1)C, C, 1=0; luego C,=( + 1),Cy; Co = x eXdx= ( + 1)
0

de dondededucimosqueC, = ( + n+ 1).

Finalmente, para los polinomios de Hermite tenemosque (0) 6 0, as que tenemos
que usar (6.33) cuandoz = 0. Ello nos conducea la relacion pC, ; 2Cpq = 0. De ella
deducimosque, como C; = 0, ertoncestodos los momerios impares SOB nulos, lo cual es
eviderte ya que la funcion pesoesuna funcion par. Ademas,comoCy = =, erntonces

_ 2m ip_ _ @2m)Ip_—

Com om T 2mmt

Com+1 = O



6 LOS POLINOMIOS ORTOGONALES CLASICOS 65

6.4. Las funciones generatrices

El objetivo de este apartado es encortrar las funcionesgeneratricesde los polinomios
clasicos.En generalel problemasepuedeplantear comosigue:Dada una sucesbn numerica
(An)n Y una sucesbn de polinomios (P,), encorrar una funcion ( x;t) tal que,

b3
( x;t) = AnP,(x)t": (6.35)
n=0

Obviamernte la serieanterior puedeno convergerpre jado un valor cualquieradel parametro
t, por ello asumiremosquet eslo su cientemerte pequeyo para que la seriecorverja enuna
region de las x lo su cientemerte amplia.

Para los polinomios clasicossetienen las siguiertes identidades.

X 2" n — 2xt t2. X ( 1)n n — e o .
T N A
b3 n *
( 1) ( + + 1)” Pn; (X)tn — 2 (637)

n! R(I 2+R) (1+2A+R)

n=0

conR = P 1+ 4t(t + x).

Para probar las mismasusualmerte sehaceuso del teoremaintegral de Caudiy. No obs-
tante daremosla pruebade las mismasusandometodos mas \elemertales".

Comenzaremogon los polinomiosde Hermite al serestoslos massencillos.Daremostres
pruebasdistintas para mostrar los distintos trucos que sesuelenusar.

Caso Hermite H,(x): Primera prueba

Sea ( x;t) = e Al serestafuncion analtica en R podemosusar la seriede Taylor

b3
( x;t) = il @n t":
k=0 N @ t=0
Pero
8 9
@ . @e (x V? < =x t= . @e (1"
n =€ n - ( l)nex n = Hn(x);
@ t=0 @ t=0 = dx> @ =x Bn
luego

. R
et v = mHn(x)t”:

Caso Hermite H,(x): Segunda prueba

Vamosa usar la relacion de recurrenciaa tres terminos

Hnet (9 + SHn 100 XHo() = O
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Multiplicamos por 2"*1 t"=n!

2n+1 2n n+1
THnﬂ (X)tn + —~Hy l(x)tn X

(n 1)

n — .
o H,(x)t" = 0;

0 equivalertemerte

@ 2n+1 el on 1 - on o
@(n+ 1)!Hn+1 (X)t + 2t ———H,y 1(X)t ZXHHH(X)t =0

(n 1)
y sumamosenn = 0 hastal y usamosquel=( 1)!= 0y obtenemos

@* 2 Hper (X)) + 2t)4 il Hy, 1(x)t" * 2x)4 2nH (X)t"=0
=N . A\ n+1 Y n 1 - n -
@n=0 (n+ 1) - (n 1) 2o n!

Ahora bien, como ( x;t) = ﬁzo %Hn(x)t”, obtenemosla ecuacon

S(xyrat N(xn=0
cuya solucon es ( x;t) = e?t t°.

Caso Hermite H,(x): Tercera prueba

Vamosa dar unatercerapruebaqueescencialmete esla inversade la anterior, esdecira
partir de la expreson expl cita de la funcion generatrz deducimosuna relacion de recurren-
cia paralos correspndiertes polinomios(en estecasolos de Hermite). La razon fundamertal
esque estemetodo esmuy generaly nos permitira probar el resto de las expresiones.

Seala funcion generatrz ( x;t) = e* ' que escribiremosmediarte la expresbn

R on
(xt)= mgn(x)t”; (6.38)
n=0

donde(g,)n esuna sucesbn de polinomiosa determinar.
Un sencillo calculo nos muestra que

g(x;t):(zx 20 C=2»x 1) ( x1):

De aqu deducimosque ( x;0)= 1y (x;0) = 2x, por tanto, usandoel desarrolloen serie
de Taylor ent para ( x;t) y compatandolocon (6.38) deducimosque go(x) = 1y gi(X) = X.
Ahora sustituimos (6.38) en la ecuacon diferencial anterior lo que nosda

R on X on

2 2
SGOONt™ T 200 ) ()" = 0;
n=0 " n=0
0, equivalentemerte,
)Q 2" n 1 X 2" n X 2n+1 n+1
——— O (X)t 2X —On(X)t" + On (X)t =0:

_, (n 1) _n! _nl
n=1 n=0 n=0
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Igualando coe cientes de las potenciasde t a cerotenemos
%0 2g1(x)  2xgo(x) = 0
th 20x(x)  4xgi(X) + 20o(X) = O;
t"t 20041 (X)  2XGn(X) + NGn 1(X) = O:

Ahora bien, comogo(X) = 1 = Ho(X) y g1(X) = x = Hy(X), entoncescomparandolas rela-
cionesanteriores con la relacion de recurrenciaa tres terminos para los polinomios monicos
de Hermite obtenemosque g, (x) = H,(X) que eralo que pretendamosprobar.

6.5. Problemas

Problema 6.9 Calculatodaslas caracter sticas de los polinomios clasicos que aparecen en
la tabla 4.

Problema 6.10 Prolar la ortogonalidadde las k esimasderivadasde los polinomios hi-
pergometricosy, P, esdecir,
Z b
POX)PR(X) k(X)dx = o dZy: (6.39)

a

Problema 6.11 Pruela quelos polinomios nucleos satisfa@n la siguiente propiedad repro-
ductora Z,

p(x)Ker, (x; y)dx = p(y); 8p(x) 2 Py: (6.40)

a

Problema 6.12 Encontrar la relacion de recurrencia para los momentosC,, := Co.,(0) de
los polinomios de Jacobi. Noteseque
Z 1

Co= @ %) (1+X)dX:2++l( tH( +1),
1

( + +2

Hagaselo mismo pero para los momentosC? := Cy,, (1), esdecir, si en vezde sustituir

en (6.33) z = 0 sustituimosel valor z = 1.
Un casode especial relavanciasonlos polinomios de Gegenlauer quecorrespndenal caso
= = 1=2. Encontrar la relacion de recurrencia para los momentosC, := Coy.,(0) en
estecasoy restelvela.A partir deestaencuenta los momentosde los polinomiosl deLegende

Pn(x) = PY0(x), los polinomios de Chebyshewde primera esgcie T,(x) = Pn 2 %(x) y los
polinomios de Chebyshewle segundaespecie Uy (x) = P2'Z(x), respctivamente.

Problema 6.13 Demuesta quela funcion geneatr z para los polinomios de Laguere viene
1 1

dadapor (6.36). Sean los polinomios de Gegenlauer C, (X) := Py 2 Z(x) quesonun caso
particular de los polinomios de Jacobi. Pruela queen estecaso

1 Ry,

1 2xt+t3) - nl

Cy (O™, (6.41)

donde( ), esel smbolo de Pocchamer. Como casosparticularesdeducir la de los polinomios
de Chebychewde primera y segundaespgcie y la de los polinomios de Legende.
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Problema 6.14 Prueln las relaciones

@2n+ + )1 x)dP, 2n+ + )

;o o*l — ; .
wn L (@nE 4 )(x+ 1)dP; (2n+ + ).
Pn1 (X) = 2n(_ =+ n) dx (X) an (X): (6.43)

Problema 6.15 Los polinomios nucleos Ker,, 1(X;y) sede nen mediante la expresion

X2 P (X)Pn(y)

Ker, 1(x;y) =
n 1 drzn

m=0

Usandola formula de Christo el-Darb oux (6.14), los valores en los extremos (6.25) y las
formulas de diferenciacion (6.17), pruela las siguentesformulas:

Nucleos de los polinomios de Hermite:

H me oD e (DT HE(X),
Keryn 1(%0) = pﬂ La 1(x9) = P=m 1 x
Hoeeme A D™ 2 o0 (1) Hom(X),
Kerym (x; 0) = pw f(x%) = P=myi— x
2(m+1) 2m 1) 2 (m+3) (2m + 1)!
H . — 2/ — ral . H . - = 2/ — n
Keer 1(070) - ( m) - 22m L —(m 1)!2’ Kerzm(o’ O) - ( m + 1) - 22m|"—m|2
Nucleos de los polinomios de Lagueree:
L o Mt : L LAY — ( + 1 .
Kery 1(06.0)= gy (La)00i Kery 4(0:0) = — o
Nucleos de los polinomios de Jacobi:
Kery'y (i 1)= § &Pn M (0=n 7 Py (x); (6.44)
Kerp'y (1) = ()™ 7 AP7 Y(x)=n( D)™ P, T (X); (6.45)
dondepor ; Yy , denotaemoslas cantidades
(D" t@n+ + ) | . ()" t@n+ + )

" T2 e +m( +0) "2+ mi( +D)( +n)
Usando(6.44)-(6.45) tenemos

( +n+1)( + +n+1l) _
2+ D +1( +2)( +n)’

Ker?', (1, 1)=

()" + +n+1)
2+ DI +1( +1)
Utilizando la relacion de simetr a (6.29) para los polinomios de Jacobi pruela que

Ker?', ( 1;1)=

Ker)', (1;1)= Kery i (1, 1)
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7. EIl teorema de existencia y unicidad para las EDOs

Vamosa resoher uno de los problemaspendiertes mas importantes: la existenciay uni-
cidad de solucionespara una EDO de primer orden. Seael problemade valoresiniciales

Y= f(6y);  Y(Xo) = Yo! (7.1)
En el apartado2.7.1 de aproximacionesnumericasvimos algunosejemplosdondela solucon
0 bien no eraunica o bien no corresppnd a con la solucibn exacta. Vamosa dar aqu algunas
condicionesbajo las cualespodemosgarartizar que el PVI (7.1) tiene solucon unica.
Lo primero que asumiremoses que la funcion f (x;y) es cortinua en el rectangulo R
de nido por
R=f(y):jx Xo ajy Yoj bg  ab>0: (7.2)

Prop osicion 7.1 El PVI (7.1) esequivalentea la siguiente ecuacion integral
Z

yx)=vyot+  f(;y()d: (7.3)
Xo0
De nici on 7.2 Diremosqueuna funcion f (X; y) esde la clasede Lipschitz o lipschitziana
(en la variabley) en R si existecierta constante positiva K > 0 tal quepara todos(x;y) 2 R
y (X;z) 2 R secumple

ifosy) (2 Kiy z: (7.4)

Es facil comprobar que toda funcion f (x; y) de la clasede Lipschitz segin la de nicion

anterior escortinua eny. Ademas, una condicion su ciente para que una funcionf (x;y) sea
de la clasede Lipschitz esque su derivada parcial % seacortinua en R.

De nici on 7.3 Dada una funcion u(x) de nida en un intervalo cerradoy amtadol R,
de nir emosla norma de u(x) a la cantidad
kuk = supju(x)j:
x21

Para la norma tenemosla desigualdadeviderte kuk 0,y kuk = 0 siy solo si u(x) = 0 en
| . Ademas, setiene la desigualdadtriangular

ku+ vk  kuk + kvk: (7.5)
Obviamene si u(x) escortinua kuk < +1 .

Prop osicion 7.4 (Teoremade unicidad local de soluciones)

Sa f (x; y) unafuncion dela clasede Lipschitz con constanteK y sea d 2 (0;1=K). Si y;(X)
e y»(X) son dos solucionesdel PVI (7.1) denidas enlyg = fX : jXx Xo < dg tales que
Y1(Xo0) = Y2(Xo) = Yo, enton@syi(x) = ya(x) entodo | g.

Sea
M = max jf (X;y)j:
(xy)2
Comof escortinuaenR, M siempreest de nida.

Seayp(x) una funcion cortinua de nida en un ertorno de X tal que la imagende yo(X)

este cortenida en R. Vamosa de nir una sucesbn de funcionesy,(x) de la siguierte forma
Z X

Yaer (X) =Yoo+  f(iyn())d;  n=012:::: (7.6)

X0

La sucesbn anterior seconace como sucesbn de Picard.
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Prop osicion 7.5 Se& yo(x) una funcion continua denida enlyg = fx : jXx Xo < d =
m n(a; b-M )g tal quesuimagenestk contenidaenR. Entonces,paratodon 0, lasimagenes
dey,(x) estan contenidasen R.

Prop osicion 7.6 (Teoremade existencialocal de soluciones)

Sa Yp(x) una funcion continua de nida enlg= fx: jx Xoj < d= mn(a;bM;1=K)g tal
gue su imagen eske contenidaen R, i.e., jyo(X) VYo b Entonces,la suesion de Picard
(7.6) convege cuandon tiende a in nito a una funcion y(x) quees solucion del PVI (7.1)
enlg.

Corolario 7.7 (Teoremalocal de existenciay unicidad)

Saa el PVI (7.1) conf lipschitzianade constanteK enR (7.2), yM = max(x;y)szf (X y)j-
Entonces, el PVI (7.1) tiene solucion unica en el intervalo 14 = fx : jx Xq < d =
mn(a;bM ;1=K)g, es decir existe una unica funcion y(x) tal que yqx) = f (x;y(x)) e
y(Xo) = Yo.

Los teoremasanteriores son solo condicionessu cientes. Por ejemplo si consideramoda
EDO lineal y°= y sabemosque su solucon existey esunica entodo R (esla exponencial)
sin embargo si escogemox 2 R cualquieray tomamosb > 0 cualquieratenemosf (x;y) = v,
luegof eslipschitziana con constarte K = 1, M = Db, y el teoremaanterior nos garartiza
solo la solucbn enelintervalol4 = fX: jX Xof < d= mn(a;b=bjl=1) = 1g.

Como ultimo ejemploveamosel casode la EDO y°= 1+ y2 cony(0) = 0. En estecaso
la solucbn esy = tanx de nida solo en[0; =2). Comof (x;y) = 1+ y?, ertonces

ifocy) fz)i=y* zZ°=jy+zjjy 1z

Seax 2 R por ejemplo. Escgamos un valor cualquieraparay, digamosquejyj b> 0.
Entoncesk = 2by M = 1+ I, por tanto d = m n(a;bM;1=K) = m n(a;b<{1 + ©?); 1=h.
Ahora bien, maxb=1 + b*) = 1=2 y sealcanzaenb = 1, por lo que comomucho asegurar
gue la solucon existe en el intervalo jxj < 1=2. Noteseque en este casoel teoremaes util
puespara x > 1=2 no nosgarartiza la existenciade la solucon comoocurre en la practica.
El procedimieno anterior esfacilmerte extensiblea sistemas.Para ello bastade nir una
norma eqﬁ y el valor absolutode un vector. Para esteultimo podemosusar la de nicion

IY(X)) = k 1 IYk]. Siahorausamos,por ejemplo,la norma
X
kKYk = kykK;
k=1

ertonceslas demostracionesnterioresseadaptan perfectameite para el casogeneral.Notese
gue conestaeleccon setiene quesijY(x)] M erntonceskYk NM. Lascorrespndiertes
demostracionese dejan como ejercicio.

7.1. Problemas
Problema 7.8 Pruela las propiedadesanteriores para la norma kuk.
Problema 7.9 Seala EDO y°= x y? cony(0) = 0. Encuentra el intervalo dondese puele

garantizar la existenciay unicidad de la solucion. Encuentra las tres primeras aproximacio-
nesde la solucion.
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Problema 7.10 Pruela que la solucion de cada uno de los siguientes PVI existe en el
intervalo indicado

1. y%= y?2+ cosx?, y(0) = 0, x 2 [0;1=2]
2. y=y3+ e ¥ y(0) = 255, x 2 [0;3=10]
3. yP=x+y? y(0) =0, x 2 [0;1=2]

Problema 7.11 Encuentra las tres primeras iteracionesde la suesion de Picard para el
PVI y°= y2 + ¢, y(0) = 0.

Problema 7.12 Encuentra las cuatro primeras iteracionesde la suesion de Picard para el
PVI y°= 1+ y?, y(0) = 0. Comparalas con la solucion exacta.
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8. La transformada de Laplace

De nici on 8.1 Sea f una funcion de nida en [0;1 ). La transformadade Laplae [f] o
F(t) esla transformadaintegral

z 1
F(t)= [f](t) = e *f (x)dx; (8.1)
0
dondela integral se entiendeen el sentidoimpropio, o sea
YA 1 Z z
e *f(x)dx=Im e ¥f(x)dx:
0 z1 0

De nici on 8.2 Diremosqueuna funcionf esdeordenexmnencialsi existendosconstantes
no negativascy M talesquejf (x)j Me™ paratodox O.

Teorema 8.3 Sif esuna funcion continua a trozosde orden expnencial entonesf tiene
transformadade Laplae para todo t su cientemente grande.

En la siguierte tabla incluimosalgunasde lastransformadasde Laplacemasconunesincluida
la de la funcion escabn ((s) de nida comolsix 2 [0;c] y O enel resto.

f(x) F() = [F1(t)
C
C —
t
n!
X" tn+1
1
e —, t>a
t a
d
sen@x) Tt 2
t
cos@x) T @
d
senh{ax) Ea—— t>a
T
cosh{ax ——, t>a
@) |
x 122 —, t>0
t
e ct
o(X) o t>0

Tabla 5: Transformadasde Laplacede algunasfunciones

Prop osicion 8.4 Si F(t) = [f](t) entonees
P n 1
1. [fq(t) =t [f](t) f(0)=tF(t) f(0)yengeneal [fM](t)=t"F(t) koo LF (M K D(0)

2. [e%f (](t) = F(t a)
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3. [xfF(X)](t)= FYt) yengenenl, [x"f(x)](t)= ( 1)"F™(t).
4. [ ()f(x ©)]=e “F(1).

5. De nir emosla convolucon de dos funcionesf y g como la funcion h(x) = (f g)(x)
de nida por 7

X

f 9= fx 29(z)dz (8.2)

0

Entonces, [(f g)(x)I(t) = [f ()I(1)  [9O)I(D).

8.1. Problemas

Problema 8.5 Calculalas transformadasde Laplace de las funcionesde la tabla 8.

Problema 8.6 Calculalastransformadasde Laplae delasfuncionesx cos( x) y x sen( x).
Usandolo anterior encuenta la transformadade las funciones

t2 1
(t2+ 1 2)2 (t2+12)2

Problema 8.7 Usandolos resultadosdel problemaanterior encuenta, usandola transfor-
madade Laplae la solucion de la EDO

y®+ 12y = fosen x); y(0) = y{0) = O
Problema 8.8 Usala transformadade Laplae para resolverlas EDOs
1. y® 5%+ 4y=10y(0) = 1,y(0) = 0,
2.y 4y°+4y=10,y(0)= 0,y%0) = 1,
3. y"% y=xeX y(0) = y{0) = 0,
4. y%% 2y%+ 5y = 3e *senx, y(0) = 0,y9q0) = 1,
5. vy 2y%+y=[1  (x)]sen(X), y(0) = 1,y%0) = 0,
6. Yo% 3%+ 2y= (x)e¥, y(0) = 1,yY0) = 1.
Resuele los mismosproblemasusandolas tecnicasaprendidasen el captulo 4.

Problema 8.9 La EDO xy°%+ y°+ xy = 0, se conace como ecuacion de Besselde orden 0.
Pruela quesi Y(t) esla transformadade Laplae de la solucion de estaEDO con y(0) = 1,
pruela queentonesY satisfae la EDO

(t2 + 1)YYt) + tY(t) = O
Pruela quela solucion de la EDO anterior se puele expresar en serie como

X preny 1
22n(n!)2 t2n+1'

Y(t)=—c
n=0

A partir delo anterior deduce la funcion y(x) solucion de la EDO de Bessel.
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Problema 8.10 Usar latransformadade Laplae para resolverlos siguientesPVI de SEDO:

1 3 0
Yi= L oY YO =
YO= 1 ‘11 Y + i CHEROE i :
o 3 2 1 x) . _ 0
Y® = 5 o Y + 0 : Y(0) = 0

Resuele los mismosproblemasusandolas tecnicasaprendidasen el captulo 3.
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A. Anexo: Calculo de primitiv as

Denici on A.1 Sedice que una funcion F(x) es una primitiva de otra funcion f (x) sobe un
intervalo (a;b) si para todo x de (a;b) setiene queF {x) = f (x).

Por ejemplo, la funcion F (x) = x? esuna primitiv a de f (x) = 2x entodo R pues(x?)°= 2x.

El siguierte teorema esuna consecuenciarivial del teoremadel valor medio de Lagrange.

Teorema A.2 Sen Fi1(x) y F2(x) dosprimitivas dela funcion f (x) en (a;b). Entonces, para todo
x de(a;b), F1(x) F2(x) = const. Es decir dada una funcion f (x) sus primitivas di er en en una
constante (en adelante denotaremos por C a una constante cualquiem).
De nici on A.3 El conjunto de todas las primitivas gle una funcion f (x) de nida en (a;b) se
denomina integral inde nida de f (x) y sedenotapor f (x)dx. De manera que, si F(x) esuna
primitiva def (x), 7

f(x)dx=F(x)+ C (A1)

Mediante una simple derivacion essencillo comprobar el siguierte

Teorema A.4 (Propiedadesde la integral inde nida.)
z

d -—
1. ax f(x)dx =f(x)
Z
2. dF(x) = F(x)+ C
Z z z
3. [f(x) gxX)dx= f(x)dx g(x) dx
Z z

4, [A f(X)]dx=A f(x)dx

Teorema A.5 Tabla de Integrales

Z
1. Odx=C
Z
2. ldx=x+ C
Z o+
3. X dx = +C;: 8 2R; 6 1
+1
z 1
4, ;dxz logjxj+ C
Z X
5. a*dx = + C; a>0a6 1
loga
Z
6. senxdx = cosx+ C
Z
7. cosxdx = senx + C
Z

dx=tanx+ C

coZ X
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z 1
9. ———dx = cotanx+ C
ser? x
Z
10 1 dx=  arcsenx +C
' I 1 x2 arccosx + C
Z
11 1 dx = arctanx + C
' 1+ x2 arcctgx + C
Z 1 p
12. pz—ldleogx+ x2 1+C
X
Z
1 1 X+ 1
: ——dx= = +
13 1 dex 2IogX 1 C
Z
14. sinhx dx = coshx + C
Z
15. coshx dx = sinhx + C
Z
16. dx = tanhx + C
coslt x
Z
17. —— dx = cothx + C
sinh® x

A.1l. Metodos de integraci on.
A.1.1. Integraci on por cambio de variable.

Teorema A.6 Set= (x) unafuncion derivableenx ysean X = (a;b) eldominioy T = [(a;b)]
la imagen de (x). Sumpngamosque sobee el conjunto T existe la primitiva de la funcion g(t), o
sa, Z

g(t)dt = G(t) + C:

Entonces sobee todo el conjunto (a;b) la funcion g[ (x)] 4x) tiene una primitiva y adenas

z
ol ()] 0)dx=G[ ()] + C:
Demostraci on: Basta notar que (G[ (x)])°= GY (x)] 4x) = o[ (x)] ). =
Ejemplo A.7
z

a) Calcular cos() dx. Como la integral no esde la tabla esnecesariocorvertirla en una de la
tabla. Para ello hacemos:

z y = 2X z dy 1 1
coq2x) dx = dy = 2dx cos(y)7 = > seny + C = > sen2x) + C
Z
b) Calcular  €°°** senx dx. Como la integral no esde la tabla esnecesariocorvertirla en una de
la tabla:
z - z
e“°%X senx dx = - cosx = gdy= &+ C= €+ C

dt = sendx
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A.1.2. Integraci on por partes.

Supongamos que las funciones u(x) y v(x) son derivables en un intervalo (a;b) y existe la
primitiv a de la funcion v(x)uqx) en (a;b). Entonces, sobre(a;b) existe la primitiv a de u(x)vq{x) y
secumple que 7 7

u(x)vAx) dx = u(x)v(x) v(x)uqx) dx; (A.2)
o en forma diferencial Z Z

u(x)dv(x) = u(x)v(x) v(x)du(x): (A.3)

Demostraci on: Para probarlo es su ciente notar que [u(x)v(x)]° = uYx)v(x) + u(x)v{x) y la
propiedad 1 del teoremaA.4.
Ejemplo A8

jemp S
a) Calcular  x"logx dx. Como la integral no esde la tabla esnecesariocorvertirla en una de la
tabla. Utilicemos la inte%racion por partes:

Z Z
u(x) = logx;  du(x) = Ldx X+l x"
x" logx dx = e = log x dx =
g dv(x) = x"dx; v(x) = % n+ 129 +1
n+1l
= logx +C
n+1 g n+1
VA
b) Calcular | = €* cosbxdx. Como la integral no esde la tabla esnecesariocorvertirla en una
de la tabla. Utilicemos la integracion por partes:
z u(x) = e; du(x) = ae® dx e® senbx aZ
— ax — , — < ax .
| = €% cosbxdx = dv(x) = cosbxdx: V() = %senbx = b 5 e senbxdx:

La integral e® senbxdx es de la misma forma que la original as que volveremosa aplicar
in%egracion por partes:

ax o u(x) = eX; du(x) = ae®dx _  e™coshx L2 .
e senbxdx dv(x) = senbxdx; u(x) = £cosbx b b °© cosbxdx:
Juntando las dos formulas anteriores concluimosque
e™senbx a a®
| = ————+ —e™cosbx —l;
b 2 2

de donde, resolviendola ecuazcbn respecto a |l obtenemos:
bsenbx + acosbx
| = e cosbxdx = 5 e+ C:
aZ+ I?

Algunas de las integrales que puedenser calculadasutilizando la integracion por partes son:

1. Las integrales donde aparezcanlas funcioneslogx, arcsenx, arccosx, log (x), potencias
erteras de las funciones anteriores, ertre otras donde tendremos que escogercomo funcion
u(x) a alguna de las funcionesanteriores (ver ejemplo a).

z z

2. Lasintegrales (ax+ b)"sencxdx, (ax+ b"coscxdxy (ax+ b)"e* dx. Donde para

encortrar las primitiv ashay que utilizar la formula de integracion por partes n vecestomando
cadavezu(x) = (ax + b", u(x) = (ax+ bh" 1, ...., respectivamerte.
z z z z

3. Lasintegralesdelaforma e€* senbxdx, e cosbxdx, senllogx)dxy cos(logx) dx.
Para encortrar las primitiv as hay que denotar por | a cualquierade las integralesanteriores,

aplicar dos vecesintegracion por partes y resoher la ecuacon resultante respecto a | (ver
ejemplob).
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A.2. Integraci on de funciones racionales.

- . . . Pn (X . . .
De nici on A.9 Diremosque una funcion racional f (x) = Qn((x)) es simple si el grado del poli-
m
nomio P, (x) esmenor que el del polinomio Qm(x), 0 sa, sin < m.

Sin > m entoncespodemosdividir los polinomios P, (X) ¥ Qm(X) de tal forma que

Pn (X) Rk (x)
= X) + : donde k< m:
am00 ~ P " Qn
P . . : . .
Teorema A.10 Supmpngamosque Q”(();)) esuna fraccion simple, y que el polinomio denominador
m
se pudle factorizar de la siguiente forma
Qn(x) = (x  x))™  (x  xp)"(F+ pix+ )™ (X + pex+ g)™; (A.4)
donde x1;:::;Xp son las races reales de Qn(x), y los factores X2+ pix+ g; i = 1;::k no tienen
: . P o :
racesreales. Entonces, la fraccion simple Q”(();)) sepuale desomponer en las siguientesfracciones
m
elemertales simples
Pn(x) _ Ang , Am1 o, AL
Qm(x) (x  xyM (X xg)" 1 (X X1)
+ Bny + By 1 + + _B1 + +
(x Xp)™  (x xp) 1 (x  Xp)
(A.5)
Mm1X+ le + M]_X+ N]_
(X2 + pix + )™ (X2+ pix + )

Lka+ Kmk L1X+ K]_ .
2+ + g )Mk ot 2+ + '
(X=+ pex + k) (X=+ pex + Gk)

donde A;, Bi, Mj, Nj, L; y K; son ciertas constantesreales.

Para determinar dichas constartes sumamoslos terminosde la dereta. Noteseque el denominador
comun coincidecon (A.4) y el numerador esun polinomio de grado alo sumon. Luegocomparamos
el polinomio numerador que se obtiene al sumar las fraccionesmas simples en (A.5) con P (x).
Igualando los coe cientes de ambos obtendremos un sistema de n ecuacionescon n incognitas
gue podemosresoler para encortrar los coe cientes indeterminados Ai, B;, Mj, Nj, L; y Ki. No
obstante esposibleencortrar el coe ciente A,; de los sumandoscorrespndiertes a uno de los ceros
realesx;, o sea,el Ap, de

Ani Al’li 1 Al
+ + o+ .
(x xpMm o (x ox)m ol (x  x)’

utilizando la propiedad que
Pn(X)(x xj)™M
m PROACC X))
X! X Qm(x)
Como consecuenciale lo anterior, si Qm(x) tiene m cerosrealesy simples, o sea,si su factorizacion
esde la forma

(A.6)

Qn(x) = (x x1)(x X2) (X Xm 1)(X Xm); (A.7)

Pn(x)
Qm(x)

ertonces,

se puededescommner en las fraccioneselementalessimples

Pn(X) _ A1 A Am 1 Am .
On) - X x) x x2 Tx o xm) & xm) (A.8)
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dondeAy,..., Ay secalculan por la formula

Pn(x)(X_ Xk)

Ag= Im ;o k=120 m: A.9
<7 Qm(x) (A-9)
Teorema A.11 (Primitivas de las fracciones simples mas elementales)’
z
1) adx = Alogjx aj+ C;
Z
B B 1
2 — = + C: k> 1:
) (x a)k dx 1 k(x a)k 1 Ci ' (A.10)
Mx+ N M . . 2N Mp 2X+p
3 ——— —dx= — logjx?+ px + gj + p—— arctan p——— + C:
) X2+ px+ q > g) px+ g 29 2q 2
Ejemplo A.12
Z
X _ . .
a) Calcular 7 ax+ 2 dx. Primero encortraremos las fraccionessimples mas elemertales:

X _ X _ A N B .
x2 3x+2 (x D 2 x 1 x 2

Luego, utilizando (A.9) obtenemos

x(x 1) x(x 2)
A=1m———= 1; B=Im——=
xt1(x 1)(x 2) ’ xt2(x 1)(x 2)
Finalmente, utilizando (A.10) obtenemos
Z Z
X 1 2 . . . . )
mdx- ” 1+X > dx= logjx 1j+ 2logjx 2j+ C:
z X
a) Calcular dx. Primero encortraremos las fraccionessimples mas elemertales:
‘ x D2+ D) P
X A B Cx+ D
= + +
(x  1)2(x2+ 1) (x 12 x 1 x2+1

AX2+ 1)+ B(x2+ 1)(x 1)+ (Cx+ D)(x 1)
(x  1?(x2+1) '

Para encortrar los coe cientes A; B; C; D igualamoslos polinomios de los numeradores:
x= A(X?>+ 1)+ B(x>+ 1)(x 1)+ (Cx+ D)(x 1)%

Dos polinomios de grado 3 sonigualessi los coe cientes de las potenciasx?, x2, x y x° soniguales,
por lo que igualando dichos coe cientes obtenemosel sistemade ecuaciones:

X3 B+C=0 A=1
x2: A B 2C+D=0 , B=0
W1 B+C 2D=1 cuya solucion es C=0
x0: A B+D=0 D= 1

Tambien esposible utilizar otra propiedad de los polinomios: dos polinomios de grado n que toman
n 1 valoresigualesenn+ 1 puntos dadossoniderticamente iguales,esdecir, si Py (Xk) = Qn(Xk)
para ciertos Xi; ::i; Xp+1 (distintos erire si), ertoncesP,(X) Qn(x) para todo x 2 R. En nuestro

"Sesupone que X2 + px + g no tiene ra cesreales.
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ejemplo es corvenierte tomar como los Xk los cerosde los polinomios denominadoresy luego el
resto de los valorestomarlos los mas sencillosposibles:

x=1: A=1 A= 3
x= 1: 2A 4B 4C+4D= 1 cuva solucion es B=0
x=2: 5A+5B+2C+D =2 Y C=0
x=0: A B+D=0 D= 3
gue coincide con la encortrada por el metodo anterior. Luego,
‘ X dx = }Z 1 L dx = _1 }arctanx+ C:
(x 1)2(x2+1) 2 (x 12 x2+1 o2(x 1) 2 '

A.3. Integrales trigonom etricas.
z

En este apartado vamos a estudiar las integralesde la forma  f (senx; cosx) dx las cualesse

corvierten en integralesracionalesmediarte la sustitucion trigonometrica t = tan %,

8 9
2dt
Z - = z Z
rom . R t=tan} ®=fre T, a1 2
(senx; cosx) dx = 2 Sl 2 s T 1+ 21+ 2 1+t2
SenNX = — COSX = ——
1+ t2 1+ t?

gue esun integral de una funcion racional.

Ejemplo A.13
z
. dx
Calcular la integral ——.
senx
y ( )z
dx t = tan % dx = 244 dt " X
— = 2 L, = = =logjtj+ C = log tan + C:
senx Senx = 15z COSX = Iz t

Existen varios tip os de integrales trigonometricas que se pueden racionalizar con cambios mas
sencillos.Ellas son las siguiertes:

z
1. f (senx; cosx) dx, dondef ( senx; cosx) = f (senx; cosx), cambio t = cosx
Z
2. f (senx; cosx) dx, dondef (senx; cosx) = f(senx;cosx), cambiot = senx
Z
3. f (senx; cosx) dx, dondef ( senx; cosx) = f (senx; cosx), cambio t = tan x
Ejemplo A.14
z dx
a) Calcular la integral py Esta integral esdel tip o 1. Luego,
y ( o ) Z
dx _ t=cosxIO dx = P55 _ d _ 1|0 1+t+C-Io an X +c:
senx  senx= 1 t2 cosx =t - 1 2 29711 - g 2

que coincide con el resultado obtenido al utilizar la sustituciont = tan 5
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z
b) Calcular la integral  cos’ x dx. Esta integral esdel tipo 2. Luego,
y ( )z
t = senx dx = s 1 sert x
cos x dx = P 12 = 1 t?dt=t =t3+C = senx +C:
cosx = 1 t2 senx=t 3
z
c) Calcular la integral  tan®x dx. Esta integral esdel tip o 3. Luego,
)
z 3 t = tan x dx = 3t Z @ z t
tan®x dx = 1 Y = 2dt= t —zdtz
COSX = Pﬁ senx = Pﬁ 1+t 1+t
2 1 tan? 1 tan? . .
=5 Elog(1+t2)+C: 2X Elog(1+tan2x)+C: X + logj cosxj + C:

A.4. Integrales irracionales.

R R -
REnespfapartadovamosaestudiarIasintegralesdelaforma f(x;px2 a?) dx, f(x;loa2 x2) dx

. ax+b
y f xn o d dx.

Z Z

A.4.1. Las integrales f(x;px2 a?)dx y f(x;pa2 x2) dx.

Estas integralesirracionales se corvierten en integralestrigonometricas mediarte los cambios:

Z
1. f(x; a2 x2)dx, cambio x = asent
Z
pP—— . a
2. f(x; x2 a?)dx, cambiox = —
sent
Z P
3. f(x; x2+ a?)dx, cambio x = atant
Ejemplo A.15
Z

P
a) Calcular la integral a2 x2dx. Esta integral esdel tipo 1. Luego,

Z Z
p 2 xZdx = X = asent
dx = acostdt

a2 a2
= a? coftdt = 5t + Zsen2t+ C;

p—— —— p
pero, sen2t = 2sentcost = 2sent 1 serft = g—;‘ a2 X2, por tanto

Z 2

—_ a X xP——7
a2 x2dx= —arcsen—+ = a? x2+ C:
2 a 2

z
p
b) Calcular la integral X2 a2 dx. Esta integral esdel tipo 2. Luego,

8 a 9

Z _ Z Z ( )
P 2 A2 Ay — < X= sent -,  cogt,  y=cost dt = p%
X acdx = acost . = a semtor p , y
= Serppdt’ sent= 1 y2 cost=y
z z
_ 2 y? a? 1 1 1 1 a2y y

T2 T y2 Ty @ry? @y T a1yt tC
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pP—  Po—
pero,y=cost= 1 serft= X &,

Z P
p p 2 a2 p 2 P——
X2 adx= > x2 al Iog —|E>u+C:i X2 a2 a—logx+ X2 aZ+C:
2 X2 2 2
Z p__
c¢) Calcular la integral X2 + a?dx. Esta integral esdel tip o 3. Luego,
Zp ( X = atant ) VA 1 ( y = sent dt:pdy—)
x2+ a2dx = dt = a? ——dt= p 1y?
dx = — o7 cost cost= 1 y2 sent=y
z z
5 1 dt—a—2 1 N 1 N 1 . 1 Clt_a_2 2y +Iogy+1 . C
T y3)2 4 (1y2 1y @Q+y)? (1+y) 4 1 y2 y 1 ’
— — o tant — n X
pero,y = sent = p—=——= = P=—, pOr tanto
Z
pP— P —— a2 + x2+ a2 P —— a2 P—
X2+ a2dx = g X2 + a2+azlog i—p%zz +C= % X2 + a2+%|og X+ X2+ a2+C:
|
Z r—
. , ax+ b
A.4.2. Las integrales f x; dx.
cx+d
Las integralesdel tipo 7 r !
., ax+b
fox ' — ;
cx+d
- - . . q
seracionalizan mediante el cambiot = " %’
Ejemplo A.16
z dx
Calcular la integral —g:. Esta integral seracionaliza con el cambio t = ] X + 1. Luego,
z R—— z z z
dx o t="x+1 t2dt _ dt
Fgﬁ_ = dx = 3t2dt =3 1+ 1 =3 (t 1)dt+3 m = —t(t 2)+3 |Og(1+t)+ C
de donde, deshaciendoel cambio t = H X + 1, obtenemos
3R—— R—— -
ng+ l(Bx+ 1 2)+ 3log(1+ Qx+ 1)+ C:

El calculo de primitiv as esnhecesariopara calcular integralesde nidas de funcionescorntinuas.

Teorema A.17 Teoremafundamental del calculo y Formula de Newton-Leibniz. Seaf :[a;b] 7! R
continua en [a;b]. Entoncesf tiene primitiva en [a;b] y una de ellas esla funcion

Z X
F(x)= f (1) dt; c2 (a;b): (A.11)
Ademas, f (x) esintegrableen [a;b] y
Zy b
f(x)dx=(x) = (b (a); (A.12)

a
a

siendo ( x) una primitiva cualquier de f (x).
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B. Anexo: Algebra lineal

B.1. Sistemas lineales y matrices.

Diremos que un sistemade n ecuacionesy m incognitas esun sistemalineal si dicho sistema

tiene la forma: 8
auiX1 + a;pXo + aizXz+  + aymXm = by

Ap1X1 + axpXo+ asXz+  + amXm = bp (B.1)

2

an1X1 + anaX2 + anszXs + + apmXm = bn

Una matriz dedimensionesn m noesmasqueuna\caja rectangular" conn las y m columnas.

El sistemade ecuacionegB.1) esta completamerie caracterizadopor sumatriz ascciada gue no
esmasquela matriz encuya la i (i = 1;2;:::;n) estan colocadoslos coe cientesaj (j = 1;2;:::;m)
y eltermino independierte by correspondiertes a la i-esimaecuacon del sistema(B.1). De estaforma
la matriz ascciada al sistema(B.1) tendra la forma

0 1
ajxp a2 a1 aim b
a1 axp az am bp
) . . . . ; (B.2)
dn1 an2 ans anm b
y sedenominamatriz ampliada del sistema A la matriz
0 1
ail a2 ais aim
dp1 Az azs azm
) . . . ; (B.3)
an1 an2 ans3 Anm

sele denominamatriz de coe cientes del sistema

Un sistemalineal dela forma (B.1) escompatible si existenlos valoresde x1; X2; :::; Xm tales que
secumplan todasy cadauna de las ecuacioneddel sistema(B.1). Si existen dichos valoresdiremos
gue el sistematiene solucion. Si un sistemalineal de la forma (B.1) no tiene solucion decimosque es
un sistemaincompatible. Un sistemacompatible que tiene una unica solucion sellama determinado
y sitiene in nitas solucionesindeterminado.

Dos sistemasde ecuacionesedenominanequivalenes sitienen el mismo conjunto de soluciones.

Un sistemade ecuacionedineales se puede transformar en otro sistema equivalerte mediante
las siguiertes operacioneselemerales:

1. Intercambiar dos ecuaciones.
2. Multiplicar por una constarte no nula una ecuacon cualquiera.
3. Reemplazaruna ecuacbn por la sumade estamas un multiplo de cualquier otra ecuacon.

Dadala equivalenciade los sistemaslinealescon susmatrices ascciadas(las matrices ampliadas)
las operacionesanteriores tienen su analogo al operar con las matrices. De forma que a cada una
le corresponden las siguiertes operacionespor las

1. Intercambiar dos las.

2. Multiplicar por una constarte no nula una la cualquiera.
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3. Reemplazaruna la por la sumade estamasun multiplo de cualquier otra la.

Las operacionesanteriores se denominan operaciones elementalesde las .

Diremos que dos matrices son equivalentes por las si a cualquiera de ellas la podemostrans-
formar en la otra utilizando solo operacioneselemertales de las. Es importante recordar que las
operacioneselemertales de las sonreversiblesy por tanto las operacioneselemerales descritasno
cambian la solucion del sistemaoriginal de ecuaciones.

B.2. Formas escalonadas y el algoritmo de reducci on por las.

En adelarte diremosque una la esuna la no nula si tiene al menosun elemeno diferente
de cero.De niremos elemerto guadeuna la al primer elemerto (por la izquierda) nonulo dela la.

Diremos que una matriz esta en forma es@lonada si:
1. Todaslas las no nulas estan por encimade las nulas.

2. El elementogua de cada la seencuertra siempreen una columna a la dereda del elemero
guadela la anterior.

3. Debajo de cadaelemerio gu a solo puede haber ceros.

Las matrices escalonadadienen t picamerte la forma:

0 1 0 1
[ [
0O m 0O m
%0 0O 00 m E; %0 0O m E; (B.4)
0 0000 m 0 00 m
0O 0O00OOO0OO0ODO 0 000 m

donde m denota a los elemenos guas de cada la. Si exigimos ahora que los elemenos gu as
seantodosigualesa 1, y que ademas seanlos unicos elemenos diferentes de cero de la columna
ertoncesdiremosquela matriz escalonadaesta enforma reducida. Utilizando lasformasescalonadas
anteriores (B.4) tenemosque sus correspondientes formas reducidas son:

%10 oo * %10000 1?

01 00 01000
%000010§; %001005 (B.5)
000001 00010

0000000 00001

Cualquier matriz puedesertransformada mediane transformacioneselemertales de la enuna
matriz con forma escalonadano teniendo siempreestaultima una forma unica. Por el cortrario las
formas escalonadageducidas son unicas, esdecir se cumple el siguierte teorema:

Teorema B.1 Cualquier matriz es equivalente por las a una unica matriz con forma es@lonada
reducida. [

Una consecuenciadel teorema anterior es que los elemeros gu as estan siempre en la misma
posicion en cualquiera de las formas escalonadasobtenidas de una matriz dada mediarnte trans-
formacioneselemenales de la. Dichas posicionesse denominan pivotesy las columnas donde se
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encuertran sedenominan columnas pivotes As, por ejemplo

pivote

o7 1

m

O m

0 000 m : (B.6)
0 0000 m

0 00O0O0OOOO O

1] n " 1]

columnaspivote

Algoritmo  de reducci on por las.

El algoritmo de reduccion por las constade dos fases(partes). La primera consisteen trans-
formar una matriz cualquiera en una equivalerte por las con forma escalonada.Esta fase se le
denomina fase hacia almjo o subpioceso hacia alajo. La segundaparte consisteen transformar la
forma escalonadaen la forma reducida. A la segundaparte se le denomina fase hacia arriba o
subpioceso hacia arriba.

Para obtener la matriz en forma escalonadarealizamoslo siguierte:

Subpro ceso hacia abajo. Este procesoconstade cuatro pasos:

1. Secomienzapor la primera columnade la izquierda (generalmene esuna columna pivote) y
seseleccionaun elemerto diferente de cero. Este sem el primer pivote.

2. Secoloca el elemeno seleccionadoen el extremo superior izquierdo intercambiando, si es
preciso,las las dela matriz hasta que dicho elemertio seencuertre en la posicion de pivote.

3. Utilizando las operacioneselemertales de las crear cerosdebgo del pivote.

4. Tapamosla la (o las si hay masde una) con la posicion pivote creadaen los pasosante-
riores (1-3) y aplicamoslos pasosl1-3 a la submatriz que nos queda (constituida por las las
restartes). Este pasoserepite hasta que no quedenmas las no nulas.

Para obtener la matriz en forma escalonadareducida a partir de la forma reducida obtenida me-
diante los pasosl1-4 debemosrealizar lo siguierte:

Subpro ceso hacia arriba. Este procesoconstadel siguierte paso:

5. Comenzandopor el primer pivote de la deredha creamos,mediarte operacioneselemertales
de las, cerosencima del mismo. Si el pivote no es uno dividimos por su valor para que lo sea.
Continuamos el procesohacia la izquierda hasta terminar con el primer pivote de la izquierda.

B.3. Solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

La solucion de un sistemade ecuacionedinealesla podemosencorirar a partir de la matriz
ascciada al sistema. Para ello primero transformamos la matriz en una equivalernte por las que
tengaforma escalonadao escalonadareducida. Las variables correspondientes a las columnaspivote
sedenominanvariablesprincipaleso basicas. El resto de las variables sedenominanvariableslibres
El signi cado de una variable libre esque dicha variable puedetomar cualquier valor. La solucion
de un sistemaviene dada al escribir el valor de las variables principales, las cualespueden venir
expresadasen funcion de las variables libres.
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Por ejemplo, consideremoda matriz del sistema(B.6). Dicha matriz represemia un sistemade
5 ecuacionescon 6 incognitas. Las variables principales seran x1;X2; Xs; Xg y las libres x3;x4. De
la forma de la matriz obsenamos que Xs; Xg estan completamerie determinados por los terminos
independiertes (recordar que la ultima columna esta compuestapor los terminos independiertes
de las ecuaciones)pero X1; X2 dependentanto de los terminos independierte como de las variables
libres x3;x4. Es decir jando diferentes valoresde x3; x4 obtenemosdiferentes valoresde x1; x,. Por
ejemplo, el sistema(x; dependede la variable libre x3)

0 1 8
10 51 < X1= 1+ 5x3

@0 1 0 4A tienelasolucibn xo,= 4 (B.7)
00 O O X3 eslibre

De todo lo anterior deducimosel siguierte teorema de existenciay unicidad:

Teorema B.2 Un sistemade ecuacioneslinealesen compatible si y solo si la primera columna de
la derecha de la matriz ampliada del sistemano es una columna pivote, 0 sea, no existe ninguna
la delaforma (000 0 ) con diferente de cero. Si el sistemaes compmatible entonces tiene
solucion unica (sistema compatible determinado) si no hay ninguna variable libre y tiene in nitas

soluciones(sistema compatible indeterminado) si existe al menosuna variable libre. [ ]

Por ejemplo, los sistemas correspondiertes a las dos matrices (B.4) son compatibles siendo
el correspondierte a la primera matriz indeterminado (tiene dos variables libres) y el segundo
determinado (no tiene variables libres). Por el contrario el sistemacorrespndiente a la matriz

0 1
[
0O m
%0000- : (B.8)
0 00000 m
0O 0OOOOODO

es incompatible al ser la ultima columna una columna pivote, o lo que esigual, al tener la la
(000 0 m) (recordar que m denotabaal elemerio gu a que por de nici on esdiferente de cero).

B.4. Vectores y ecuaciones matriciales.
B.4.1. Vectores de R"

Un vector de R" no esmas que un conjunto de n numeros ordenadosde la forma
0 1
X1
X2
X = ) : donde x1;:::; Xy Sonnumerosreales

Xn

es decir un vector esuna matriz de n 1. Los valores x1;:::; X, se denominan coordenadas (0
componertes) del vector x. Diremos que dos vectores son iguales si todas sus componertes son

iguales, 0 sea
0 1 0 1
X1 Y1
X2 Y2
x=y () % : §=% : ;é () X2= Y15 55%Xn = Yo'
Xn Yn

Llamaremos vector nulo 0 al vector cuyas componertes sontodasigualesa cero.
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B.4.2. Operaciones con vectores.

Seanx; y; z; w vectoresde R" y ; numerosreales.De niremos la suma de dos vectores
x ey al vector z de R" cuyas coordenadasson la sumade las coordenadasde x ey, o sea,
0 1 0 1 0 1 0 1
7 X1 Y1 X1+ Y1
%b% %M% %WE %M*‘WE
z=x+y =) . C=B C+B T C= . ;
Zn Xl"l yn Xn + yn

y de niremos la multiplicaci on de un vector x por un escalar(humero) al vector w cuyas com-
ponertes se obtienen al multiplicar las componertes de x por , o0 sea,

0 1 0 1
W1 X1
Wo X 2
vno BRERE
Wn X n
Dichas operacionescumplen las propiedades
X+y=y+X
(x+y)+z=x+(y+2)
X+0=0+x=X
X+ ( xX)=( x)+ x=0donde( x) denotaal vector ( 1)x
(x+y)=x +y
(+ )x=x+ x

(x)=( )x

1x = X

© N o g > w NP

Diremos que un vector x de R™ escombinacion lineal de los vectoresas; ay; ::;;a, de R™ con
pesos 1;::; n, humerosreales,respectivamerte si x seexpresade la forma

X= 14+ a2+ + nan:

De niremos espacio generado por los vectores a;;ap;::;;a, de R™ y lo denotaremos como
span(az;::;an) = L(ag;::;an) al subespaciode R™ constituido por todos las combinaciones li-
nealesde los vectoresay; ay; :::; an, esdecir, al conjunto de todoslos vectoresde la forma

L(a1;:an) = span(ag;i;an) = a1+ 282+  +  pap;
guienesquiera sean 1;::; n numerosreales.
De niremos una ecuacbn vectorial a la ecuacon de la forma
X1a1 + Xpap + + Xpan = b;

dondebesun vector dadode R™ y x1; X2; :::; X sonlasincognitas que sequierenencortrar. Es facil
comprobar que la ecuacon vectorial anterior tiene la misma solucion que el sistemade ecuaciones
lineales cuya matriz ampliada tiene la forma

[aaaz  anbl:

Ademas b esta en span(as;::;;an) siy solo si el sistemala;a,  an bl escompatible.
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B.4.3. La ecuacion AXx = h

SeaA una matriz m n con columnasas; ap;:::;;an (vectoresde R™) y x un vector de R".
De niremos la multiplicaci on de una matriz A dem n por un vector x de R" al vector z de R™
de nido por 0 1
X1

X2
z= Ax = [a1a2 an]% ] §=x1a1+ Xoap + + Xpan:
Xn

Teorema B.3 Sea A unamatriz m n con columnasas;ay;::;;ay y bun vector deR™. La ecuacion
matricial
Ax=b

tiene la misma solucion que la ecuacion vectorial
X141 + Xoao + + Xpan = b;
la cual a su veztiene la misma solucion que el sistema cuya matriz ampliada tiene la forma
[araz  anh:
[ ]

Una consecuenciade este teorema es que la ecuacon A x = b tiene solucion si y solo si b esuna
combinacion lineal de las columnasde A.

Teorema B.4 Sea A unamatriz m n concolumnasaj;ay;::;;ay. Lassiguientestresa rmaciones
son equivalentes:

1) Para todo b vector de R™, la ecuacion A x = b tiene solucion.
2) Las columnasde A genean R™, o sea, R™ = Span(az;az;::;an).

3) A tiene una posicion pivote en cada la. =

Regla para el calculo de Ax. Para calcular la i esimacomponerte del vector Ax (si este
esta de nido) tenemosque sumar los productosde lai esima la de A por las coordenadasde X,
0 sea,

0 1
aj; a2 a3 aiiXi + apgXo + + AinXn
% az1 az2 az3 E % X2 % % ap1X1+ azXa + + axnXn §
am1 am2 am3 am1X1 + amaXo + + amn Xn

Teorema B.5 Sea A una matriz m n con columnas ajs;ay;::;;an, X, y vectoresde R" y  un
numero real cualquiera. Las siguientes propiedadesson validas:

DAX+Y)=Ax+ Ay, 2)A( x)= (AX) [ ]
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B.4.4. Conjun to solucion de los sistemas lineales.

Todo sistemalineal de m ecuacionescon n incognitas se puede escribir en forma matricial
A x = bdondela matriz de coe cientes A esuna matriz m n, x esun vector de R" y b esun
vector de R™.

1. El sistemalineal Ax = 0 se denomina sistemahomogeneo.Dicho sistema siempre tiene la
solucion trivial x = 0. Ademas se cumple que el sistemahomogeneotiene solucionesno tri-
viales si y solo si el sistematiene al menosuna variable libre, o seala matriz A tiene al menos
una columna que no espivote.

El conjunto solucion de un sistema homogeneo se escribe como el conjunto de todas las
combinaciones lineales de ciertos vectores si; Sp; ::;;Sp Cuyo numero coincide con el de las
variableslibres del sistema. Para obtener los vectoressy; sy; :::; sp sepuedehacerlo siguierte:
1) Escribir el vector solucion x expresandolas variables principales en funcion de las libres.
2) El vector s; seobtiene del vector x anterior al sustituir la primera variable libre por 1y las
demas por cero. El segundovector s, seobtiene del vector x anterior al sustituir la segunda
variable libre por 1y las demas por cero.Y as sucesiamerte.

Por ejemplo si la solucion x de Ax = 0 viene dada por (dos variables libres x2; x3)

0 1 0 1 0 1 0 1
%Xz %X3 X1 % %
@ x A enonces @ x, A=x,@1A+x;@ 0 A
i ’ |-z} | —fz—}

S1 So

2. El sistemalineal Ax = bconb6 0 sedenominasistemano homogeneo.

Teorema B.6 Sumngamosque Ax = b tiene solucion para cierto b de R™. Sea p una
solucion de Ax = b (solucion particular). Entonces el conjunto solucion del sistema no
homageneo A x = b esel conjunto de todos los vectores de R™ de la forma

X = p+ Xp; (B.9)

dondexy esla solucion geneal del sistema homaene correspndiente A x, = 0.

B.4.5. Dependencia e indep endencia lineal.

Un conjunto de vectores aj; ap;::;;a, de R" se denomina linealmerte independierte si la
ecuacbn vectorial
X1+ Xpa2+  + Xpan = 0

tiene como unica solucion la trivial x1 = = X = 0.

Un conjunto de vectoresas; ay;:::; ap sedenominalinealmente dependierte si existenlos valores
X1;X2;  ;Xpn hotodosigualesa cerotales que severi que la ecuacbn vectorial

X1 + Xoap + + Xpap = 0:

Teorema B.7 Un conjunto S = fay;ap;:::;;apg de dos o mas vectores es linealmente degendiente
si y solo si al menosuno de los vectores del conjunto es combinacion lineal de los demas.

Como consecuencialel teorema anterior se deduceque:

1) Dos vectoresa; y az son linealmerte dependiertes si y solo si son proporcionales, es decir, si
existe un numeroreal tal quea;= a,oa= ai.



B ANEXO: ALGEBRA LINEAL 90

2) Si ag;ap;:::;;a, son vectoreslinealmente dependiertes y a; 6 0 entonces para cierto j > 1 el
vector a; escombinacion lineal de los anteriores, esdecir,

8 = Xqa1+ Xot+ ap + + Xj 19 1!

NOTA: Esto noimplica quesitenemosun conjunto de vectoreslinealmerte dependientesa;; ay; ::;; an
necesariamete cada vector esconbinacion de los anteriores.

Teorema B.8 Un conjunto S = faj;ap;:;;apg de dos o mas vectores de R™ con n > m es
necesariamenteun conjunto linealmente degendiente.

Teorema B.9 Un conjunto S = fajg;ay;:::;ang de dos o mas vectores de R™ con alguno de los
vectoresai = 0 (1 i n) esnecesariamenteun conjunto de vectores linealmente degendientes, 0
saa si algunode los vectoresde S esel vector nulo entonces S esun conjunto de vectoreslinealmente
dependientes.

B.5. Algebra de matrices.

Vamosa estudiar las operacioneselemenales de las matrices. El elemeno ajj de una matriz
A esel que seencuertra situado en la intercepcion de la la i conla columnaj:

columna j
#
0 1
ai;;z  ane ayj din
ax1 ax a azn
: , : : .. : (B.10)
la i ! a1 a2 ain &

Am1i am2 Amj Amn

B.5.1. Suma de matrices y multiplicaci on por un escalar.

SeanA = [ai a; an]lyB =[nbp ] matricesde dimensionesm n, dondeas;ay;:::;an
y by;bp; b, sonvectoresde R™. De niremos la sumade dos matrices A y B ala matriz C cuyos
vectores columnas coinciden con la suma de los correspondientes vectorescolumnasde A y B, es
decir:

C=A+B=[ataz ap]+ [l b]=[ar+bax+bp an+ bl

o enterminosde los elementos matriciales: C  jjcjj jj = jjaj + bj jj. Sea un numeroreal cualquiera
yA=[aiaz ap]unamatriz dem n. De niremos el producto de una matriz por un escalara
la matriz cuyas columnascoinciden con las de A multiplicadas por , esdecir:

A= [maz a]=[aiaz an]
obien A jiajji=1] ajlj-
Teorema B.10 Sean A, B y C matricesdem ny ; numerosreales. Entonces:
1. A+B=B+A.
(A+B)+C=A+(B+C).
A+0=0+ A=A, donde0 jjOjj esla matriz nula.

2
3
4. (A+B)= A + B.
5 ( + )A= A+ A.
6

( A)=( )A
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B.5.2. Multiplicaci on de matrices.

SeaA = [a1a ap] matriz dem nyB = [y bp] den p. Sedene la matriz
producto C= A B ala matriz dem p denida por:

A B=Abbk ] = [Aby Aby Aby]; (B.11)
o elemero a elemerio: "
(A B)ijli = aik b :

k=1
Noteseque cadacolumnade A B esuna combinacion lineal de las columnasde A:

X X X

A B =[AbiAb,  Aby]=[ Dbaax b2 a bepax]:

k=1 k=1 k=1
Una interpretacion de la multiplicaci on de matrices se puededar a partir de la composicion de las
aplicacioneslineales:SeaT : R" ! R™ unaaplicacion lineal conmatriz Adem nyS:RP | R"
una aplicacion lineal con matriz B den p, entoncesa la aplicacion Q : RP ! R™ de nida por

Q(x) = T(S(x)) (composicion de T y S) le correspndela matriz A B dem p.

Teorema B.11 Sean A dem n, B y C matrices de dimensiones apropiadas para que esten
de nidas las operacionesy ;  numeros reales. Entonces:

1. (A B) C=A (B Q).

2. A 0=0 A=0,donde0 jjOjj esla matriz nula.

3. AB+C)=A B+A C.

4, (B+C) A=B A+C A.

5. (A B)=( A) B.

6. Im A=A |I,= A, dondely esla matriz identidad dek k.

Es importante recordar que la multiplicaci on de matrices no es conmutativ a, es decir para cual-
guiera seanlas matrices A y B tenemosqueA B 6 B A.

Si A esuna matriz cuadradan n y k esun numero ertero no negativo (k = 0;1;2;:::),
de niremos la potenciak esimade A por la formula

Ak:ﬁ_A{z_x}ln; donde A® I,:
k veces

B.5.3. Transp osicion de matrices.

Dada una matriz A dem n, la matriz transpuesta de A, que denotaremospor AT, esla
matriz den m cuyas las coinciden con las columnasde A. Si A = jjaj jj, ertoncesAT = jjajijj.

Teorema B.12 Sean A dem n, B una matriz de dimensionesapropiadaspara queesien de nidas
las operacionesy un numero real. Entonces:

1. (AN)T = A.
2. (A+B)T=AT+BT,
3. ( A)T= AT,
4. (A B)T =BT AT,
Como consecuenciale este teorematenemosque

(A1 A2 Ap)T=A! Al | Al
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B.5.4. La inversa de una matriz cuadrada.

SeaA una matriz den n. Siexiste una matriz C tal que
A C=lq; C A=lp;

ertoncesa C sele denominamatriz inversade A y sele denotaA 1. Las matrices A para las cuales
existe la inversaA ! sedenominaninvertibles. Si A esinvertible ertoncesA ! esunica.

Teorema B.13 Se A una matriz cuadrada de 2 2 invertible

_ a b 1_ 1 d b
A= c d entones A = 20 be c a

El numeroad bcsellama determinante dela matriz A de2 2y sele denota por detA. Notese
que una matriz A de2 2 tiene inversasiy solo si detA 6 0.

Teorema B.14 Sea A una matriz cuadrada den n invertible. Entonces el sistemaAx = bes
compatible determinado para cualquier sea b vector de R", y su solucion se expresapor la formula
x=A 1h

Teorema B.15 Sean A y B matrices cuadradasde n n invertibles. Entonces:
1. (AL 1=A,
2. (AB)=B 1AL
3. AT esinvertible y (AT) 1= (A HT.

Como consecuenciale esteteorematenemosque

(A1 A2 Ay t=At AL AL

B.5.5. Matrices elementales.

Una matriz elemertal den n esaquella que seobtiene al realizar una operacion elemenal
de las sobrela matriz identidad de n n, esdecir son las que se obtienen al intercambiar dos
las, al multiplicar por una constarte no nula una la cualquieray al reemplazaruna la por
la suma de esta mas una combinacion lineal de cualquier otra. Por ejemplo, la matriz elemenal
correspondierte al intercambio dela 1y 2 las deuna matriz de3 3 sem

0 1
010
E;=@1 0 0A;
001
la que corresponde a cambiar la 3 la por la 3 mas vecesla primera sem
0 1
1 00
E,=@0 1 0A;
01
y la que multiplica la 2 la por el numero sem
0 1
1 00
Ez= @0 0A:
0 0 1

Se puede comprobar que si multiplicamos la matriz E; por una matriz cualquiera A de3 p la
matriz E1; A coincide con la matriz que se obtiene a partir de A al intercambiar la 1y 2 las.
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Analogamerne, E»> A coincideconla matriz que seobtiene de A al cambiar la 3 la por la 3 mas
vecesla 1l la y E3 A coincideconla matriz que seobtiene al multiplicar por la2 la. Esdeciral
multiplicar una matriz elemerial E dem m por A dem n seobtiene una nueva matriz E A que
coincide con la matriz que se se obtiene al realizar la operacion elemenal sobre A y dicha matriz
E seobtiene realizando sobrela matriz identidad |, dem m la misma operacion elemeral que
sequiererealizar sobreA. Puesto quetodaslas operacioneselemertales soninvertibles ello implica
gue las matrices elemenales soninvertibles y la inversade E seobtiene realizando sobre la matriz
identidad |y, la operacion inversa. Por ejemplo, la inversade E; esE;. La inversade E; es

1
1 00
E,1=@ 0 1 0A,;
01
yladeEses 1
01 0 O
E;l=0 1ok:
0 01

Teorema B.16 Una matriz cuadrada A de n n esinvertible si y solo si A es equivalente por
las a la matriz identidad I, den n en cuyo casotoda seuencia de operaciones elementalesque
reduen A al,, reduenl, aA L

Ello implica queA Eyx Ex 1 E1 A=1,.LuegoA = (Ex Ex 1 E1) !lo cualimplica que
Al=Ex Ex 1 Ei1 Ip:

Como consecuenciale este teorema setiene el siguierte algoritmo para calcular A 1: Dada la
matriz A den n invertible:

1. Construimos la matriz [A |4].
2. Reducimospor las la matriz A al,, ertonces[A I,] [In A 1].

Notese que encorirar la inversa de la matriz A equivale a encortrar una matriz B tal que
A B =1,o0seaA bh]=[Abh Ab]=[&e en] = I. Es decir esequivalente a resoher
las n ecuaciones

Ab =e;; Abp= e Ab, = en;
dondeey; :::; &4 sonlas columnasde la matriz identidad.

Teorema B.17 (Teoremade inversion de matrices) Sea A una matriz cuadrada A den n. Las
siguientes expresionesson equivalentes:

1. A esinvertible.

2. A esequivalentepor las ala matriz identidad I, den n. (A tiene n posiciones pivote)
3. A esun producto de matrices elementales.
4

La ecuacion Ax = 0 solo tiene la solucion trivial. (Las columnas de A son linealmente
independientes.)

5. La ecuacion Ax = b tiene al menos una solucion para cada b vector de R", o sea, b esun
elementodel sulkesmacio generndo por las columnasde A (la solucion de A x = b esunica).

6. Existeun C tal queA C=1.

7. Existeun D tal queD A= 1.
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8. AT esinvertible.

Una consecuenciade esteteoremaesquesiA B =1 0B A =1, ertoncesA y B soninvertibles
yA=B 1,B=A 1

B.6. Determinan tes.

B.6.1. Denici on de determinan te de una matriz cuadrada.

SeaA una matriz cuadrada

columnaj
#
0 1
a11 a1 aij 1 ayj azj+1 ain
ag 1 ay agj +1 azn
' ' ' ' S B.12
ai 11 4@ 12 ai 15 1 @ 15 & 1j+1 ai 1n ] ( )
a1 a2 aj 1 ajj +1 ain '
di+11  Qi+12 Ai+1j 1 Qi+1j QAi+1j+1 Adi+1n
anj 1 anj dnj +1 ann
Denotaremospor Ajj ala submatriz que seobtiene a partir de A si quitamos la la iy la columna
j, 0sea 0 1
ail ai2 aij 1 aij+1 ain
A = a 11 A 12 a 1j 1 Qi 1j+1 ai 1n
P =
: di+11  QAi+12 Ai+1j 1 Qi+1j+1 Ai+1n
dn1 an2 anj 1 Anj +1 ann

SeaA unamatriz n n(n 2). El determinante det A dela matriz A esla sumade losterminos
ay; det Ay; donde ay; son los elemertos de la primera la de A y Ay son las correspondiertes
submatrices obtenidas eliminando la la 1y la columnaj. Mas exactamerie:

det A = aj;detA1;  ajpdetAqn + + aun( 1)n+1 detAip; (B.13)

donde suponemosque deta = a si a esun numero real cualquiera.

Utilizando la de nici on anterior obtenemospara una matriz 2 2 el resultado:

detp = 1t Q12

= andgy  aziaiz,
dz1 a2

que coincide con el determinante de nido en el captulo anterior (teorema B.13).

Usualmerte a la cartidad ( 1)'*) detAj sele conace como cofactor (o menor) ascciado al
elemerno a; . Utilizando esta notacion tenemosque la de nici on anterior se puede reescribir de la
forma:

det A = a11C11 + @12C12+  + ainCan;

gue seconace como desarmllo del determinante de A por su primera la.
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Teorema B.18 Si A esden n entonees:

det A = 3;Ciz + @i2Ci2+  + @nCin:

det A= a;Cy + ay5Cy + + an Gy :
Las dos formulas anteriores se conocen como desarrollo del determinante de A por sui esima la
y desarrollo del determinante de A por suj esimacolumna, resgctivamente.

Teorema B.19 Si A esuna matriz triangular (inferior o superior) entoncesdetA es el producto
de los elementosde la diagonal, o sea, detA = a;1 a2  amn

B.6.2. Propiedades de los determinan tes.

Los dosteoremasque enunciaremosa cortin uacion sonlos masimportantes de esteapartado
y nos permitir an calcular los determinantes de matrices de orden alto (n 4) de manerae ciente.

Teorema B.20 Sea A una matriz n n. Sea B una matriz que se obtiene de A al realizar sobe
A alguna de las operaciones elementalesde las y sea E la matriz elemental que realiza dicha
operacion. Por ejempilo,

1. SiE; esla matriz queintercambia dos las, la matriz B = E1 A se obtiene al intercambiar
dos las de A.

2. Si E; esla matriz que multiplica por una constanter no nula una la cualquier, la matriz
B = E»> A seobtieneal multiplicar por r la correspndiente la de A.

3. SiEj esla matriz quereemplazauna la por la suma de esta mas un multiplo de cualquier
otra la, la matriz B = E3 A se obtieneal reemplazaruna la de A por la suma de esta
mas un multiplo de cualquier otra la.

8
< 1 siE esdeltipo E;

Entonces, detB = det(E A) = detA donde = r siE esdeltipo E; Ademnas, Si
1 siE esdeltipo E3
A = | esla matriz identidad y por tanto detl = 1, entoneesdetE = , esdecir el determinante

de cualquier matriz elementalvaleo 1 or o 1 en degndenciasi dicha matriz esdel tipo E1, E»
o Es, respctivamente.

Como consecuenciadel teorema anterior tenemosque si una la esmultiplo de un numeror
enoncestenemos:

ai; a2 ain ai; a2 aAin
raj; ra2 ran =71 a1 a2 Ain
dn1  an2 Ann dn1 anp2 ann

En particular siuna la de A esnula, detA = 0y siuna la de A esproporcional a otra detA = 0.

Teorema B.21 Sea A unamatriz n nysea AT sutraspuesta,entonesdetA = detAT.

Este segundoteoremanos permite enunciar todoslos apartados del teoremaanterior cambiando la
palabra las por columnas

Es conacido de apartadosanteriores que cualquier matriz A sepuede,mediarnte transformaciones
elemertales, transformar enuna matriz triangular superior U (forma escalonada) Ademassi resulta
guela matriz A tienen las pivote erntoncesel determinante de A sera proporcional al detU. Luego,
si tenemosn las pivote todoslos pivotes son distintos de ceroy detA 6 0. Perosi A tiene n las
pivote ertonces A esinvertible. Este razonamierto nos conduceal siguierte teorema.
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Teorema B.22 Una A n n esinvertible si y solo si detA esdiferente de cero.

Teorema B.23 Sean A y B matricesn n. Entoncesdet(A B) = (detA) (detB).

B.6.3. Regla de Kramer.

SeaA unamatriz n n 'y bun vector cualquierade R". Denotaremospor A; (b) a la matriz
enlacuallaj esimacolumnade A esta reemplazadapor el vector b, esdecir si A y b son

0 1 0 1
an ay 1 aij ai+ ain by
A=RB a aj 1 aj aj+1 an =; b=R8 b ;
an1 dnj 1 @anj anj+1 ann bn

entoncesAj (b) esla matriz

0 1
an a1 b aye ain
Aj(h =B a1 aj 1 b ajw ain
an1 anj 1 b a1 ann

Teorema B.24 Sea A matriz n n invertible. Entonces para todo b de R" el sistema

0 10 1 0 1
ai ajj 1 Q& A+ ain X1
a1 aj 1 aj aj+1 ain Xi =B b =
an1 dnj 1 Qnj @anj+1 ann Xn b
| {2 H—fe—) 1)
A X

es compatible y tiene una unica solucion que viene dada por

_ detAy(b) _ detAx(b) o detAn(d)

T TdetA ' %27 T detA "7 detA

Es importante tener en cuerta que estemetodo esine ciente para calcular la solucion de sistemas
de mas de 3 ecuacionespuesen el estan involucrados determinantes. Es recomendableresoher los
sistemaspor el metodo de reduccion de las descrito en la primera parte del curso (ver Algoritmo
de reduccion por las).

Finalmente, recordemosgue\ invertir " una matriz esequivalente a resolher n sistemasde ecua-
cionesde la forma:
Abi=e; A= ey Ab, = en;
dondee;; ::;; e, sonlascolumnasde la matriz identidad. Por tanto paracalcularlaj esimacolumna
de A ! tenemos que resoler el sistemaAx = g cuya solucion es, segin la regla de Kramer,
_ detAi(g) _ detAn(g)
~ detA ' 7" detA

detAi(g) = ( 1)*I detAj;= Cj1; ;detAn(g)=( 1" detAj, = Cjn;

X1 pero
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luegola columnaj deA *es

Todo esto nos conduceal teorema

Teorema B.25 Se A una matriz invertible n n. Entonces

1
Ci1 Co Cj1 Cn1
Cio Coo Cj2 Cn2
1 1 L . .
detAR Cy Cy Ci - Cm &
Cin Con Cin Chn

donde Cjy, = ( 1)""™detA;, son los cofactores (menores) del elemento aj, de la matriz A y
Aim esla submatriz que se obtiene al eliminar la la | y la columna m de A. La matriz jjCinjj se
denomina matriz adjunta de A.

Es importante notar que este metodo esine ciente para calcular inversas (recurre a la regla de
Kramer que esine ciente essi misma) por lo que esrecomendablepara encorirar A * aplicar el
algoritmo descrito en el teoremaB.16 del captulo anterior.

Para concluir esta parte dedicadaa determinantes veamosuna propiedad interesarte que satis-
facenlos determinantes y que esconsecuenciale los teoremasB.18 y B.20:

SeaA = [a1a an] una matriz de n n con columnas asz; ::;;ay. De namos la aplicacion
lineal:
T(x) = det([a1 X  an]) = detAg(x); x deR"; k=1;2:n:

La aplicacion anterior eslineal puesparatodo deR Yy x;y de R":

T( x) = det([as X ap])= det(flagz x ag])= T(x);

T(x+y) detfan x+y ap])=detfas x an])+detflaz y an])=

T(x)+ T(y):

Esta propiedad se conace como la multilinealidad del determinante

B.7. Espacios Vectoriales.

En esta seccon vamosa de nir los espaciosvectoriales que son la generalizacon de los es-
paciosR" ya estudiados.

B.7.1. Denici on y ejemplos.

SeaV un conjunto de elemenos sobre el cual estan de nidas las operacionessuma\+" de
dos elemertos x; y de V y multiplicacion \ " de un escalar(numero real) por un elemeno de
V. Diremos que V esun espaciovectorial si secumplen las siguiertes propiedades(axiomas): Sean
X; Y; z elemenos arbitrarios deV vy ; numerosreales.EntoncesV esun espaciovectorial si

1. Paratodosx ey, vectoresde V, el vector suma,w = X + y, tambien esun vector deV y se
cumple que:
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a) X+y=y+x

b) (x+y)+z=x+(y+z)

c) Existe un elemerto \nulo" deV, tal quex+ 0= 0+ x = X

d) Existe el elemeno ( x) \opuesto" ax, tal quex+ ( x) = ( x)+ x = 0donde( x)
esvector opuestode x

2. Paratodo x vector de V, el vector que se obtiene al multiplicar por un escalar,w = X,
tambien esun vector de V y secumple que:

a) xX+y)= x+ 'y

b) ( + ) x= X+ X
c) ( x)=( ) x
d 1 x=x

Ejemplos.

1.) El conjunto de los vectoresde R" cuando la suma de dos vectoresy la multiplicaci on por un
escalaresla de nida enla seccon 2.

2.) El conjunto de las matricesm n cuandola sumade dos matrices y la multiplicacion por un
escalaresla de nida enla seccon 3. Dicho espaciolo denotaremospor R™ "

3.) El conjunto de los polinomios de grado a lo sumo n, que denotaremospor Py, 0 sea,

Po=fpn(t) = ap+ art+ + ant"; ap;::;ap numerosrealesg;

donde de niremos la suma de dos polinomios y la multiplicacion por un escalarde la siguierte
forma:
p(t) = ap+ art+  +ant"; q(x)=bo+ bt+  + bt

(p+a)(t) pt)+qt) = (ao+ ko) + (as+ b))t +  + (an + b)t";

( p(bH) p(t) = (ao)+ (a)t+ + (an)th:

Ademas,p, = 0,siy solosiag = a; = = a, = 0.4.) El conjunto de lasfuncionescorntinuasen el
intervalo [a; b], que denotaremospor C, .y, cuandola sumade dosfuncionesf y gy la multiplicaci on
por un escalar estan dadaspor

(fF+o() fO+ao®); ( )1 f(1):

B.7.2. Subespacios vectoriales.

SeaV un espaciovectorial. Diremos que un subconjunto H de elemenos de V esun subes-
pacio vectorial de V si H esa su vez un espaciovectorial respecto a las mismas operacionessuma
\+" y multiplicacion \ " que V.

Ejemplos.
1.) Dado un espaciovectorial V, son subespaciosvectoriales \triviales" los subespaciosH = f0Og
(conjunto que tiene como unico elemerto, el nulo) y H = V (el mismo espaciovectorial).
2.) ParaV = Cpyy, H = Py esun subespaciovectorial, para cualquier n = 0;1;2;::: entero.
3.) ParaV = P,, H = P, esun subespaciovectorial para todo k < n.

Teorema B.26 Un sulzonjunto H de elementosde V esun sulescio vectorial deV siy solo si
se cumplen las siguientestres condiciones.

1. El elementonulo deV pertenece a H.

2. Paratodosx ey, vectoresde H, el vector w = x + y tambien esun vector de H .
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3. Para todos x vector de H, el vector w = X tambien esun vector de H .

Teorema B.27 Dado un conjunto de vectoresfvy; v, i vpg de un esm@cio vectorial V, el conjun-
to span(vy; v2; i Vp) €sun sukespmcio vectorial de V. Dicho sulkesgcio vectorial comunmente se
denomina sulesgcio genelado por los vectores vy, vo; i) Vp.

B.7.3. Conjun tos linealmen te indep endientes. Bases.

Un conjunto de vectores vy;Vvo;::;;vp de un espaciovectorial V se denomina linealmerte
independierte si la ecuacon vectorial

X1V1 + XoVp + + XpVp = 0;

tiene como unica solucion la trivial x; = = xp= 0.

Un conjunto de vectoresvy; vo; ::;; vp sedenominalinealmerte dependierte si existen los valores
X1;X2;  ;Xp ho todosigualesa cerotales que severi que la ecuacon vectorial

X1V1 + XoVo + + XpVp = O

Para estudiar la dependencialineal de los vectoresde V podemos utilizar los mismos teoremas
estudiadosen la seccon 2 cambiando los espaciosR" por los correspndiertes espaciosvectoriales
V. Por tanto las siguiertes a rmaciones son ciertas:

1. Un conjunto S = fvy;vy;::;;vpg de dos o mas vectores es linealmente degendiente si y solo si
al menosuno de los vectores del conjunto es combinacion lineal de los denas.

2. Un conjunto S = fvy;Vvo; i vpg de dos 0 mas vectores de V' con alguno de los vectores
vi=0( i p) esnecesariamenteun conjunto de vectores linealmente degendientes, o
sa si alguno de los vectores de S es el vector nulo entonees S es un conjunto de vectores
linealmente deendientes.

3. Dos vectores vy y vo de V son linealmente deendientessi y solo si son proporcionales, es
decir, si existeun numeroreal tal quevi= Vvo0Vy= Vi

Teorema B.28 El conjunto de dos 0 mas vectores vy;Vo;::;;vp de V con vy 6 0 esun conjunto
linealmente degendiente si y solo si para cierto j, 1< j < p, el vector v; escombinacion lineal de
los anteriores, es decir,

Vi = X1V1+ Xpvo + + Xj 1V 1!

NOTA: Esto noimplica quesitenemosun conjunto de vectoreslinealmerte dependientesvy; vo;:::; vp
necesariamete cadavector escombinacion de los anteriores.

Los vectoreslinealmerte independiertes de un espaciovectorial juegan un papel fundamenal
en el estudio de los sistemaslinealesgraciasa la siguierte de nici on

Dado un subespaciovectorial H del espaciovectorial V diremos que el conjunto de vectores
B = fby;p;::;pg deV esuna basede H si

i) B esun conjunto de vectoreslinealmerte independiertes
i) H = Span(by; bp;:::;by), 0 sea,B generaatodo H.
En particular siH coincide conV, entoncesB esuna basede todo el espaciovectorial V.

Por ejemplo, si tomamos una matriz n  n invertible, entonces sus columnasasi;:::;an son li-
nealmerte independiertes y ademas R" = Span(ay;:::;an). Por tanto B = aj;:::;a, esuna basede
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R". En particular, si A = I, la matriz identidad n n, las columnase; ;::;; e, de la misma son
una basede R" la cual seconoce como basecanonica de R".

Otro ejemplolo constituye el conjunto de vectoresS = f1;t; t?;:::;t" g del espaciovectorial P;,.
Es facil comprobar que dichos vectoresson linealmerte independiertes y que span(1;t; t2;:::;;t") =
P,. S seconoce comola basecanonica de Py,.

Teorema B.29 Se S = fvy;vp;:i;;vpg un conjunto de vectores de un esgcio vectorial V y sea
H = Span(vi;Vvo;::;;vp) un sutesmcio de V.

i) Suppngamosque un vector de S, digamosel vj, 1 ] p, es combinacion lineal de los
restantes. Entonces si suprimimos a dicho vector vy del conjunto S, H no cambia, 0 ses,

H = Span(vy; i Vic 1; Vi Vi1 ;535 Vp) = Span(Va; i Vi 1; Vi1 ;10 Vp):
i) SiH no esel esm@cio f0g, entonces algun sulzonjunto de S esuna basede H.

Este teorema nos dice que a partir de un conjunto de vectores que generanun espaciovectorial
siempre es posible \extraer" una base de dicho espaciovectorial. Por ejemplo, consideremosel
espaciogeneradopor los vectores

0 1 0 1 0 1
1 1 2
vi=@0A; v,=@1A; v;=@1A; H = Spanfvi;Vy;va]:
0 0 0

Es evidente que H = Span[vi; v2;Vv3] = span[vi; Vo] puesel tercer vector es combinacion lineal de
los dos anteriores. Ademas, S = fvi;Vvy;Vv3g no esuna basede H puesvi;vz;vs no son linealmerte
independiertes. Sin embargo, el conjunto B = fv4;vog que seobtiene al suprimir el tercer elemerto
si que esuna basede H .

B.7.4. Sistemas de coordenadas.

Cuando estudiamos el espacioR" (seccon 2) de nimos a los vectores de R" mediarnte sus

coordenadas.Ello era eviderte pues
0 1 0 1 0 1 0o 1
X1 1 0 0
X2 0 1 0
X = . =xak . C+XoB | C+ + Xn . = Xi€ + Xnén'!

Xn 0 0 1
Ademas, es eviderte que dado un vector x de R" sus coordenadas,es decir los valores x1; :::; Xn,
son unicos. El siguierte teorema generalizaesteresultado para cualquier espaciovectorial V.

Teorema B.30 Sea B = fhy; by;:::; g una base del espacio vectorial V. Entonces para todo x de
V existe un unico conjunto de valoresf 1;::; ng tal que

X= 1b+ 2+ + by
Este teoremanospermite de nir las coordenadasde un vector cualquierade un espaciovectorial V.

Supongamosque B = fby; bp;::;; b,g esuna basedel espaciovectorial V. Denominaremoscoor-
denadasdel vector x de V enla baseB al conjunto de los valoresf 1;:::; ng tales que

X= 1+ 2+ + by
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0 1

1
y lo denotaremospor% ,2 § 0 [X]s.

n B
Consideremosnuevamerte las coordenadasen R". Como vimos al principio de este apartado
los elemertos de cualquier vector X de R" coincidencon las coordenadasde dicho vector enla base
canonicaC = fej; e;::1; €,0. Supongamosahora que pasamosa una nueva baseB = fby; bp;:::;hg.

Entonces
0 1

1
X=X+ tXpen= 1wt o+ gh=[bb hw]% :2§ = Pcg [X]g;

n B
y por tanto, si las coordenadasde x en la base canonica C son X1;:::; X, la siguierte relacion
semr cierta:
[Xlc = Pce [XIs;

donde Pcg esla matriz de cambio de baseB en C que pasalas coordenadasde un vector en la
baseB a las escritasen C. Noteseque las columnasde la matriz Pcg coincidencon los vectoresde
la nueva baseescritosen la basecanonica. Es eviderte que la matriz Pcg esinvertible (todas sus
columnas sonindependiertes y por tanto el detPcg 6 0) por tanto la matriz inversa Pcé ser la
matriz de canbio de basede basecanonica a la baseB, o sea

[X]e = Pcg [Xlc = Pec [Xlc:

B.7.5. La dimensi on de un espacio vectorial.

Hemosvisto que cualquier espacioV con una basede n elemerios esisomorfo a R". Resulta
gue dicho numero n esuna propiedad intr nsecade V, su dimension.

Teorema B.31 Siun esmcio vectorial V tiene una baseden vectoresB = fby; bp;:::; by g, entonces
cualquier conjunto con mas de n vectores de V es linealmente dependiente.

Este teorema esuna generalizacon del teoremaB.8.

Teorema B.32 Siun esmcio vectorial V tiene una baseden vectoresB = fhy; bp;:::; by g, entonces
cualquier otra basede V tendra quetener n vectoresde V.

Un espaciovectorial esde dimension nita n si V esta generadopor una basede n elemeros,
esdecir si V = Span(by;:::;; ), donde B = fly;:::;;bhg esuna basede V y lo escribiremosde la
forma dimV = n. En el casoqueV = f0g seael espaciovectorial nulo, dimf0g = 0. Si V no puede
sergeneradopor una base nita de vectores,enoncesdiremos que V esde dimension in nita y lo
denotaremospor dimV = 1 .

Por ejemplo, dimR" = n, dmP, = n+ 1,dimCpy =1 .

Teorema B.33 Sea H un sutesmcio vectorial de un esmcio vectorial de dimension nita V,
(dimV = n < 1). Entonces todo conjunto de vectores linealmente independientesde H se puale
ampliar hasta convertirlo en una basede H. AdemasdimH  dimV.

Teorema B.34 SeaV unespcio vectorial n-dimensional (dimV = n< 1 )yseaS= fby;bp;::: g
un conjunto de exactamenten vectores. Entonces:

a) Si S esun conjunto de vectores linealmente independientes, S esuna basede V.

b) Si S generm a todo V, esdecir si V = Span(by;bp;:::;by), S esuna basede V.
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B.7.6. Cambio de base.

SeaV un espaciovectorial dedimension nita ny seaB = fhby;bp;::;;bhgy D = fdy;do; i dag
dosbasesde V. ComoD esunabasedeV y loselemertos de B sonelemeros de V, estossepodran
escribir en la baseD, o sea,

by = ajd; + agpda + + andn; 0 1 0 1
: ai an1
) ai2 an2
b = ads + aodo + + agndn; =) by = : N N :
ain D Ann D

by = an1ds + an2da + + Annn:

Supongamosque las coordenadasde un vector x de V enla baseB sonxi;X2;:::;Xn Y enla base
D sonyi;y2;::i¥n, esdecir,
0 1 0 1
X1 Y1
X=X+ +Xpbh ! [X]g = %) : K yx=ydi+ +yndy ! [X]p = ?@ : K
Xn Yn  p

Entoncestenemosque

[XIp = [xibh+  + Xpbh]p = xafbulo +  Xn[wlo = ((budo el [h]o)[X]B:

Es decir si conocemoscomo se expresanlos vectoresde la baseB en la baseD podemosencortrar
la matriz de cambio de baseB en D, cuyas columnasaj; ay; ::;;a, no sonmas que las coordenadas
de los vectoresde la baseB escritosen la baseD. Por tanto tenemosque [x]p = Ppg[X]s, 0 en

forma matricial
ak1

0 1 0 10 1
Y1 ail an1 X1

%WE _%aﬂ a2 an2§%X2E _
Yn p Ain Akn ann Xn g

Ademas, Ppg esuna matriz invertible (sus columnasson linealmerte independiertes), luego existe
la inversaPp 5 la cual esla matriz de cambio de baseD enB, o sea,

[X]B = PDé[X]D:

B.8. El problema de autovalores de una matriz.

SeaA una matriz den n. Denominaremosal vector x de R", autovector de A asaciado al
autovalor , al vector no nulo x 6 0, tal que

Ax= X X6 0: (B.14)
Es facil comprobar que si x esun autovector ascciado al autovalor , entoncesel sistema
(A x =0 dondel esla matriz identidad n  n; (B.15)

tiene solucionesno triviales. Por tanto, dado un autovalor de A, el conjunto de los autovectores
asaciadosa |, que coincide con una basedel nucleode A, esun subespaciovectorial de R". Dicho
espaciose denominaautoesfacio de A correspndierte al autovalor . Es importante destacarque
conccido el autovalor , encortrar el autoespacioconsisteen encortrar las solucionesde un sistema
homogeneode ecuacionesp sea,resoher (A )x = 0.

Teorema B.35 Sea A una matriz triangular den n. Entonces los autovalores de A coinciden
con los elementosde la diagonal principal = aj; i = 1;2;::;n.
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Es importante destacar que las operacioneselemenales de las cambian los autovalores de una
matriz. Es decir si U esla forma escalonadade A los autovalores de A y U son, en general,
distintos.

Teorema B.17 (Teoremade inversion de matrices conclusbn.) SeaA una matriz cuadradaA de
n n. Las siguiertes expresionesson equivalertes:

1. A esinvertible.
2. = 0 no esun autovalor de A

El teorema anterior eseviderte puessi = 0 esautovalor de A, entonces A x = 0 tiene que tener
solucionesno triviales y por tanto A no puedeserinvertible.

Teorema B.36 Sea A una matriz den n quetiene p autovalores distintos 1 6 , 6 6
p- Entonces los autovectores vi; Vo, ii; vVp asaiados a los autovalores 1; »;:::; p son linealmente
independientes.

B.8.1. La ecuacion caracter stica.

>Como calcular los autovalores?La respuestaa estapregurta no esdif cil pueslos autovalores
son tales que el sistema(B.15), (A I)x = 0, tiene solucionesno triviales. Pero un sistema
homogeneotiene solucionesno triviales siy solo si

det(A  1)=0: (B.16)

La ecuacbn anterior se denomina ecuacion caracter stica de A. Lo anterior lo podemaosresumir
como:

Un numero esun autovalor de la matriz A den n siy solosi satisfacela ecuacon carac-
ter stica de A (B.16), det(A )= 0.

Es facil comprobar que la expresbn det(A I) = 0esun polinomio degradon en . Por tanto
el polinomio p,( ) = det(A I ) sedenomina polinomio caracterstico de A y los autovaloresde
A seran las ra cesde dicho polinomio. O sea, esun autovalor de A siy solo sipa( ) = 0.

Matrices similares. SeanA y B dosmatricesn n. Diremos que A essimilar a B si existe
una matriz invertible P, tal que

A=P B PL o B=PlAP (B.17)

Eseviderte quesi A essimilar aB, B essimilar a A, para demostrarlo essu ciente tomar Q = P 1,
Por tanto diremos simplemerie que las matrices A y B son similares si se cumple (B.17). La
transformacion que a cada matriz le hace correspnder otra similar, osea,A ! P 1 A P, se
denominatransformacion de similitud.

Teorema B.37 SilasmatricesA y B den n sonsimilares, entoncestienen el mismo polinomio
caracter stico y, por tanto, los mismos autovalores.

B.8.2. Diagonalizaci on de matrices.

Una matriz A den n esdiagonalizablesi A essimilar a una matriz diagonal D, o sea,si
existe una matriz P invertible y otra D diagonal, talesqueA=P D P 1.

Teorema B.38 Una matriz A de n n es diagonalizable si y solo si A tiene n autovectores
linealmente independientes.SiA = P D P 1, dondeD esdiagonaly P invertible, entonces los
elementosde la diagonalde D sonlos autovaloresdeA y las columnasde P sonlos correspndientes
autovectores.
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Este teorema se puede reformular diciendo que A es diagonalizablesi y solo si sus autovectores
forman una basede R".

Algoritmo  para diagonalizar una matriz A.
1. Encontrar los autovaloresde A resolviendola ecuacon (B.16).

2. Encortrar los autovectores linealmerte independiertes correspondientes a cada uno de los
autovalorescalculadosen el pasol. Si tenemosentotal n autovectoreslinealmerte indepen-
dientes enonces el teorema B.38 nos aseguraa que nuestra matriz es diagonalizable, si no
hay n autovectoresindependiertes ertonces A no esdiagonalizabley detenemosel proceso.
Si A esdiagonalizable cortinuamos como sigue.

3. Construimosla matriz P cuyasn columnassonlosn autovectoreslinealmerte independiertes.

4. Construimos la matriz diagonal D cuyos elemenos de la diagonal coinciden con los autova-
loresde A. Es importante colocar en cada columnade D el autovalor ascciado al autovector
de la correspndiente columnade P.

Es recomendablecomprobar que hemos calculado correctamerie P y D. Para ello comprobamos
queA P=P D.

Teorema B.39 (Condicion su ciente para que una matriz sea diagonalizablel)
Si una matriz A den n tiene n autovalores distintos, entonces es diagonalizable.

Teorema B.40 (Condicion su ciente para que una matriz sea diagonalizablell)

Sea A una matriz den n con p autovaloresdistintos 1; 2;::; p. S By; k= 1;2;::;;p una base
del correspndiente autoesacio asaiado al autovalor i y sea ng la dimension de dicho autoesgacio.
Construyamos el conjunto de vectores que contiene a todos los conjuntos By, 0 sea

B=Bi[ B2[ [ Bp; dm(B)=ni+ ny + + Np:

Entonces B esun conjunto de vectores de R" linealmente independientes. Ademas, A es diagona-
lizable si y solo si dim(B) = n, o se, si B contiene exactamenten vectores.
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C. Anexo: Series de potencias

Denici on C.1 Dada una sucesion de humeros complejos (an)n Y Zo 2 C de nir emosserie

s
an(z  z0)"; (C.1)

n=0

gue denominaremos serie de potencias.

Como casosesyecialesde las seriesde potenciastenemos:

X Rk Rk
X7, E; -
k=0 k=0 ’ k=1
etc. Si la serie corverge para todos los valoresde z de cierto conjunto A C, entonces podemos

de nir la funcion sumaf (z) de la serie.

C.1. Propiedades de las series de potencias

Sin perdida de generalidad vamosa considerarlas seriesdel potenciasdel tip o
anz"; (C.2)

esdecir, cuando zp = 0. Obviamente si tenemosuna serie de potenciasdel tipo (C.1), la podemos
reducir a a la anterior (C.2) haciendoel cambio de variables =z Zzpy vicewersa.

Teorema C.2 Primer Teorema de Abel para las series de potencias

Sea la serie de potencias anz", an; z 2 C. Si la serie converge para cierto w 2 C, entonces la
n=0
serie conveme absolutamentepara todo z 2 C con jzj < jwj.

La region de convergenciade una serie de potencias siempre son c rculos en el plano complejo
gue, en el casode las seriesde la forma (C.2) estan certrados en el origeny en el de las series(C.1),
en zg (ver la gura 20). Noteseque se obtiene una de la otra al hacer una traslacion en)gl plano
complejo del c rculo mediarte el vector zo. Ademas, cualquiera seala seriede potencias  apz",

n=0
an; z 2 C, existeun numerorealnonegatvo R 0o R = +1 tal queparatodoz conjzj< R la
seriecorvergey sijzj > R la seriediverge. Dicho numero se denominaradio de convergenciade la
seriede potencias.

Consideremosahora en casoreal, es decir cuando (an)n €suna sucesbn de numeros realesy
z = x 2 R. En estecasohay quetrasladar los resultadosa la recta real. El primer teoremade Abel
guedara entoncesde la siguierte forma

Teorema C.3 Sealaseriedepotencias  apx", an; x 2 R. Si la serie convergepara cierto r 2 R,
n=0
entonces absolutamentepara todo x 2 R con jxj < jrj.

A diferencia del caso complejo, en el casoreal si se sabe la convergencia en alguno de los
extremos, se puede saber mucho mas sobre la serie.
. . X‘ . .
Teorema C.4 Se la serie de potencias anx", an; X 2 Ry R su radio de convemgencia. En-

n=0
tonces, si la serie convegeen x = R (x = R), converge uniformemerte en [0;R] ([ R; Q).
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Im z imz A

[2-z,| 4 w-z

[z]< |wl

X b3
Figura 20: Regn de corvergenciade las series  a,z" (izquierda) y an(z zo)" (dere-

n=0 n=0

cha).

Teorema C.5 (Cauchy-Hadamad)
pS

1
. . N : . : .
Dada una serie de potencias  anpXx", an; X 2 R. EntoncesR = nI!lm P— sl dicho | mite existe.

n=0 Jan)

Una condicion su ciente para que existal mpi; " japj esque exista el | mite | mpiz  jan+1 =anj,
en cuyo caso

a P — a 1
Im 2 = Im " 2) Im —/— = 1m p—:
n'l an n'l n'l an+1 n'l janj

Para las seriesde potenciasen R tienen lugar las siguiertes propiedades.

Teorema C.6 La funcion f (x) = anx" escontinua en ( R;R), siendoR el radio de conver-
n=0
genciade la serie.

En otras palabras, toda serie de potencias con radio de cornvergenciano nulo de ne una funcion
continua.

Teorema C.7 Derivacion e integracion termino a termino de una serie de potencias real

Se la serie de potenciasf (x) = anx", an; X 2 R con radio de convergenciaR > 0. Entonces
n=0
1. La serie se pudale integrar termino a termino y la serie resultante tiene el mismo radio de
convergencia, o sea, se cumple que

Z x % %,
anx" = —X

n+l.
n+1

0 n=0 n=0

2. La serie se puale derivar termino a termino y la serie resultante tiene el mismo radio de
convergencia, o sea, se cumple que

* 0w

n=0 n=0
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Una consecuenciatrivial del ultimo teorema es que una serie de potencias de ne una funcion
in nitas vecesderivableen ( R;R).

Rk
Ejemplo C.8 Prokar quela funcion f (x) = & = )I(<_l es continua y derivableen R y calcular

. k=0
su derivada.

Que escontinua y derivable en R eseviderte de los dosteoremasanteriores a tener, comoya hemos
calculado antes, radio de corvergencia+ 1 . Para calcular la derivada usamosel teorema anterior,
as pues " #

d R xk Ropxk 1 R yk1

0= dx |<=oH _kon_ kzlm=f(X):

Ademas, f (0) = 1. La funcion que cumple lo anterior esla funcion e*.

Los teoremasanteriores permiten calcular un buen numero de series,por ejemplo

» n+1l,n
log(1 + x) = COTXE

n=1 n

Para ello notamos que

i |

_)4 n_)é- nyn.
1+x 1 ( x) (7= (1%

n=0 n=0

Esta seriecorvergeen ( 1;1), as que integrando termino a termino tenemos

Z, 1 VAN ! » {n+1 X
log(1 + t) = dx = ( )"X" dx=  ( 1"
=0

tn
1)+
o 1+ x 0 (1

=
nlnl n

n=0 n

Funciones elementales del analisis.

Rk
e = L x 2 R: (C.3)
k=0
)4 ( 1)kx2k+1 )@ ( l)kX2k
senx = W COSX = W X2 R: (C.49)
k=0 k=0
X
(1+x) =1+ ( kl)kxk; x2 ( 11); (C.5)
k=1 '
en particular
L X xX: L ( DK x2( 1,1): (C.6)
1 x ' 1+ x ’ T '
k=0 k=0
Aplicando la integracion termino a termino en [0; X] tenemos
)4 n+l,n
og(L+ x) = DT (C.7)
n=1 n
Usando (C.6) haciendoel cambio x por x? obtenemos
. ( D*x%*:  x2( 11); (C.8)
1+ X2 ) ) 1 .

k=0
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a partir de la cual, integrando termino a termino en [0; X] obtenemos

)Q- ( 1)nx2n+l

arctanx = ] ot 1 x2( L1):
Escgamos ahora (C.5) con = % y cambiemosx por x?, tenemos
1 X (1
p—— = %xk; x2 ( 1;1);
1 x2 ‘0 k!

de donde integrando termino a termino en [0; X] obtenemos

R (%)k 2k+1 .

arcsenx = . k!(2k+ 1)

k=

x2( 1,1);

(C.9)

(C.10)

(C.11)



