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1. In tro ducci�on a las EDOs: la EDO lineal de primer
orden

Todossabemosque esuna ecuaci�on. Por ejemplo

3x + 2 = 5; x2 + 4x = � 3; x2 + 1 = 0;
x2 � 2x + 1

x2 � 1
= 0:

Estas ecuaciones,quiz�a las m�as sencillas,son ecuacionesalgebraicas ya que involucran s�olo
las operacionessuma,resta,multiplicaci�on y divisi�on. La inc�ognita en estecasoesuna �unica
variable x que puedeser real o compleja.Por ejemplo,para la primera ecuaci�on esf�acil ver
que x = 1 es la �unica soluci�on posible,mientras que la segundatiene dos solucionesreales
x = 1 y x = 3. La tercera sin embargo no tiene solucionesreales,pero si complejasx = � i .
Finalmente la �ultima no tiene ninguna soluci�on pues la �unica posible ser��a x = 1 que no
puedesersoluci�on ya que la propia ecuaci�on no est�a de�nida en x = 1 (divisi�on por cero).

Hastaahorahemosvisto ecuaciones\sencillas" enel sentido quesusoluci�on esun conjun-
to de n�umerosdeterminado.Existen ecuacionesm�as\complicadas", las ecuacionesfunciona-
les dondelas inc�ognitas son funciones.En ejemplode �estasson las ecuacionesdiferenciales
\or dinarias" . �Estas son ecuacionesque involucran tanto a las funcionesbuscadascomosus
derivadas\ordinarias". Por ejemplo,

y0(x) = senx; y0(x) = y; y00(x) � ey(x) + 7cosx = 0; y00(x) + 3y0(x) + 2y(x) = 2cos(2x):

Estasecuacionessonel objetivo del presente curso.Es f�acil entender que el problemade
encontrar la soluci�on de las ecuacionesdiferencialeses m�as complicadoque el de los casos
anteriores. En primer lugar por que estamosbuscandofuncionesde x y no simplesvalores
de x. En segundo,porque tarde o temprano tendremosque calcular primitiv as lo cual es
bastante complicadoen general.

1.1. Ecuaciones diferenciales \ordinarias"

Nos centraremosen las ecuacionesdel tip o

F (x; y; y0; y00; : : : ; y(n) ) = 0; (1.1)

dondey = y(x) escierta funci�on n vecesderivable en alg�un intervalo I � R. Diremos que
una ecuaci�on diferencial del tip o (1.1) es de orden n si en ella aparecela derivada y(n) , es
decir el ordendeuna EDO coincideconel mayor ordende la derivadade la funci�on inc�ognita
y. As��, por ejemplola ecuaci�on y0+ 3y = 2 esde orden uno, y00+ ey � 1 = 0 esde orden dos,
y(5) + 3senx � y00= 0 esde orden cinco.

Diremosque y = y(x) esuna soluci�on de la (1.1) en cierto dominio A � R si al sustituir
la funci�on y = y(x), (1.1) setransforma en una identidad para todo x 2 A, o sea

y = y(x) essoluci�on en A ( ) F (x; y(x); y0(x); : : : ; y(n) (x)) = 0; 8x 2 A:

Nuestro principal objetivo es aprender a resolver EDOs. En particular el denominado
problemade valores iniciales (PVI), es decir encontrar aquella soluci�on y de la ecuaci�on
F (x; y; y0; y00; : : : ; y(n) ) = 0 que cumpla con las condicionesiniciales

y(x0) = y0; y0(x0) = y0
0; : : : ; y(n� 1)(x0) = y(n� 1)

0 :
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1.2. La EDO lineal de primer orden

De�nici� on 1.1 La ecuaci�on

dy(x)
dx

+ a(x)y(x) = b(x); a(x); b(x) 2 CI : (1.2)

(como inc�ognita tenemosa la funci�on derivabley(x)) sedenominaecuaci�on diferencial lineal
de primer orden. Si b(x) � 0 la ecuaci�on se denomina ecuaci�on homog�enea y si b(x) 6= 0,
ecuaci�on no homog�enea.

La soluci�on generalde (1.2) seexpresade la forma

y(x) = Ce�
R

a(x) dx + e�
R

a(x) dx
Z

e
R

a(x) dx b(x) dx (1.3)

Ejemplo 1.2 Encontrar la soluci�on de la ecuaci�on lineal
dy
dx

+ x y = 2x.

Tenemos

y = Ce� x 2

2 + e� x 2

2

Z
e

x 2

2 2x dx = Ce� x 2

2 + 2e� x 2

2 e
x 2

2 = Ce� x 2

2 + 2:

De�nici� on 1.3 El problemadeencontrar una soluci�on de la ecuaci�on (1.2) con la condici�on
quey(x) tome cierto valor y0 cuandox = x0 sedenominaproblemade valoresiniciales PVI
para la EDO lineal de primer orden, o sea,

dy(x)
dx

+ a(x)y(x) = b(x); a(x); b(x) 2 CI ; y(x0) = y0: (1.4)

Ejemplo 1.4 Resolverla EDO del ejemplo1.2 con la condici�on inicial y(0) = 1.

Como la soluci�on generalesy(x) = Ce� x 2

2 + 2, tenemosy(0) = 1 = C + 2, de dondeC = � 1

y y(x) = 2 � e� x 2

2 .

Teorema 1.5 (existenciay unicidad de la soluci�on del PVI para una EDO lineal 1er orden)

Sea el problemade valores iniciales (1.4). Si a(x) y b(x) son funciones continuas en
cierto intervalo I � R quecontengaal punto x0 2 I , entonces, para cualquiera sea el valor
y0, existeuna �unica soluci�on del problemade valores iniciales (1.4).

En general,la soluci�on del PVI es

y(x) = y0 exp
�

�
Z x

x0

a(s) ds
�

+ exp
�

�
Z t

x0

a(s) ds
� � Z x

x0

exp
� Z t

x0

a(s) ds
�

b(t) dt
�

: (1.5)
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1.3. Algunas aplicaciones de las EDOs lineales de primer orden

Ejemplo 1.6 Encontrar una familia de curvas y(x) tal queel segmentode la tangentet a
la curva y en un punto cualquiera P(x; y) dibujadoentre P y el eje 0y quede bisecado por el
eje Ox. y0 = 2y=x

Ejemplo 1.7 Encontrar una familia de curvas y(x) tal que la pendientede la tangentet a
la curva y en cada punto sea la suma de las coordenadasdel punto. Encuentra adem�as la
curva quepasapor el origen.

Ejemplo 1.8 Se sabe que la intensidad i del circuito el�ectrico representadoen la �gur a 1
est�a gobernadapor la ecuaci�on diferencial

L
di
dt

+ Ri = U;

dondeL es la impedancia, R la resistenciay U el voltaje. Supongamosque el voltaje U es
constante y que i (0) = i 0. Encontrar la dependenciade i respecto al tiempo t. Realizar el
mismo estudiosi U = U0 sen(! t).

P(x,y)

t

y(x)

(x/2,0)

Q

0

y

x

R

U L

Figura 1: Curva del ejemplo1.6 (derecha) y circuito el�ectrico del ejemplo1.8 (izquierda)

Ejemplo 1.9 La ecuaci�on barom�etrica de Pascal es la EDO

p0(h) = � �p (h); � > 0;

dondep esla presi�on en funci�on de la altura h. Si h = 0, la presi�on al nivel del mar (1 atm).
>C�omo var��a la presi�on con la altura?

Ejemplo 1.10 La descomposici�on radioactiva

Si N esel n�umero de �atomosde una substanciaradioactiva, entonces

N (t + h) � N (t) = � �N (t)h ( )
N (t + h) � N (t)

h
= � �N (t):
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Sierra altura m�axima (metros) presi�on (atm)

Grazalema(C�adiz) 1654 0.81
Picosde Europa (Cantabria) 2648 0.71
Sierra Nevada (Granada) 3478 0.64
Teide(tenerife) 3710 0.62
Everest (Himalaya) 8848 0.32

Si h ! 0, entoncespodemosaproximar la ecuaci�on anterior mediante la siguiente EDO

N 0(t) = � �N (t); N (t0) = N0: (1.6)

Sellama per��odo de semi-desintegraci�on al tiempo necesariopara disminuir en la mitad
el n�umero de �atomos,

N0

2
= N0e� �T ; =) � =

log2
T

=
0;693147

T
:

Elemento Per��odo T �
Radio 226 ! Plomo 214 1600a~nos 0.0004332171/a~nos
Plomo 214! Plomo 210 47 min 0.01474781/min
Plomo 210! Polonio 210 22 a~nos 0.03150671/a~nos
Polonio 210 ! Plomo 206 138d��as .005022811/dias
Carbono 14 ! Nitr�ogeno14 5568a~nos 0.0001244881/a~nos
Uranio 238 ! Torio 234 4;51109 a~nos 1;5101210� 10 1/a~nos

En muchoscasosun elemento radioactivo puedeobtenersea partir deotros mediante una
cadenaradioactiva. E.g.

Plomo 214Plomo 210Polonio 210Plomo 206

Uranio 238 Torio 234 Uranio 234 Radio 226

As��, por ejemplo,si estudiamosla cantidad dePlomo210quehay enuna muestratenemos
quetener encuenta no s�olo la cantidad quesedesintegra sino la queaporta cualquierade los
elementos queaparecenpor encimade�el enla cadenaradioactiva. Por ejemplo,pr�acticamente
en cualquiermuestra que tomemossiemprehay una determinadacantidad de Radio 226, lo
que implica una aportaci�on a la cantidad de Plomo 210 despu�esde varias desintegraciones.
Si llamamosa esaaportaci�on r (t), entoncesla ecuaci�on que gobiernala desintegraci�on del
Plomo 210esla siguiente

N 0(t) = � �N (t) + r (t); N (t0) = N0; (1.7)
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donde r (t) representa la cantidad de �atomosde Radio que sedesintegra en la muestra. La
soluci�on de la ecuaci�on anterior esf�acil de encontrar usandola f�ormula (1.5).

1.4. Problemas

Problema 1.11 Decide si las funcionesy(x) de�nidas expl��citamente o impl��citamente son
solucionesde la EDO F (x; y; y) = 0 dada y determina la regi�on de R dondedicha soluci�on
est�a de�nida:

1. f (x; y) = y � ex + 2 = 0, F (x; y; y0) = y0 � y00= 0

2. f (x; y) = y � 2
2+ x = 0, F (x; y; y0) = xy0+ y � y2 = 0

3. f (x; y) = x2 + y2 � 25 = 0, F (x; y; y0) = yy0+ x = 0

4. f (x; y) = x3 + y3 � 3xy = 0, F (x; y; y0) = (y2 � x)y0� y + x2 = 0

5. f (x; y) = x2 + y2 � 25 = 0, F (x; y; y0) = yy0+ x = 0

6. f (x; y) =
p

1 + x2 � y = 0, F (x; y; y0) = (1 + x2)y0 � xy = 0

7. f (x; y) = e2x + ey� x � 1 = 0, F (x; y; y0) = ex� y + ey� xy0 = 0

8. f (x; y) = x2 + y2 + 1 = 0, F (x; y; y0) = y0+ y=x = 0

Problemas de EDOs lineales

Problema 1.12 Encuentra la soluci�on general de las siguientesEDO lineales de primer
orden

1. y0+ y cosx = 0

2. y0+ y
p

x = 0

3. y0+ 2xy = x

4. y0+ y = xex

5. y0+ x2y = x2

6. x y0+ y = x3

7. y0 = (y + e� x) tan x

8. y0+ 2y = f (x), f (x) = 3e� 2x ,

9. y0+ xy = f (x), f (x) = 3=4e� 2x , f (x) = senx

10. x y0+ y cosx = 1=2sin(2x)

11. x y0+ y = x senx

Problema 1.13 Encontrar la soluci�on general de las siguientesecuacionesdiferencialesy
la soluci�on correspondientea las condicionesiniciales indicadas:

1. y0 = 3y + e5x , y(1) = 0.

2. y0 = 6y + x2, y(0) = 2.
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3. y0 = y + e� xsen(2x), y(0) = 1.

4. (1 + x2)y0+ 4xy = x, y(1) = 1=4.

5. y0+ y = g(x), y(0) = 0, g(x) =
�

2; 0 � t � 1
0; t > 1

Problema 1.14 Encontrar la ecuaci�on de la familia de curvas tal que el segmento de la
normal entre la curva y y el eje 0y es biseccionado por el eje 0x. Encontrar la curva que
pasapor (4; 2). (sol. x2 + 2y2 = 24).

Q

0

y

x(x/2,0)

P(x,y)

y(x)

t

n

Curva del problema1.14.

Problema 1.15 a) Prueba quecualquier soluci�on y(x) de la ecuaci�on

y0+ ay = be� cx ; a;c 2 (0; 1 ); b 2 R;

es tal que l��m
x!1

y(x) = 0 independientementedel valor y(0) = y0 inicial.

b) Prueba quecualquier soluci�on y(x) de la ecuaci�on

y0+ a(x)y = b(x); a(x) � c > 0; 8x 2 R; l��m
x!1

b(x) = 0; a(x); b(x) 2 CR;

es tal que l��m
x!1

y(x) = 0 independientementedel valor y(0) = y0 inicial.
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2. Otras EDOs de primer orden

2.1. Ecuaciones separables

Comenzaremospor las ecuacionesseparables.Supongamosque la funci�on f (x; y) en la
EDO

y0 = f (x; y) (2.1)

admite la factorizaci�on f (x; y) = a(x)b(y). Cuando esto ocurre sedice que la EDO (2.1) es
una ecuaci�on separable.Un ejemplo trivial de ecuaci�on diferencial separablees la ecuaci�on
diferencial lineal homog�enea(1.2) cuandob � 0.

En generaltenemos

dy
dx

= a(x)b(y) ( )
dy

b(y)
= a(x)dx ( )

Z
dy

b(y)
dy =

Z
a(x)dx;

luegola soluci�on de la ecuaci�on separablees

G[y(x)] = A(x) + C;

dondeG(y) esuna primitiv a de 1=b(y) y A(x) esuna primitiv a de a(x).

Ejemplo 2.1 Resolverla ecuaci�on y0 = x=y.

Usandolo anterior tenemos

ydy = xdx ( ) y2 = x2 + C:

La expresi�on anterior de�ne una familia de curvas en R2 que son soluci�on de la ecuaci�on
diferencial propuesta.En general la soluci�on es y(x) = �

p
C + x2, donde el signo + o �

depender�a de las condicionesiniciales. Por ejemplo, si nos interesael PVI con la condici�on
y(0) = 3, entoncesC = 9 y la soluci�on ser�a y(x) =

p
9 + x2.

2.1.1. Aplicaciones

Ejemplo 2.2 Supongamosquetenemosuna reacci�on qu��mica A + B ! C y queen t = 0 la
concentraci�on de A es a y la de B es b. Se sabe que la velocidad la velocidad de formaci�on
de C es proporcional a la concentraci�on de A y B. Lo anterior nos conduce a la EDO

x0 = { (a � x)(b� x); x(0) = 0; (2.2)

donde{ es la constantede proporcionalidad.

Supongamosque a 6= b, entoncestenemos

dx
(a � x)(b� x)

= { dt =) log
a � x
b� x

= (a � b){ t + C; =)
a � x
b� x

= Ce(a� b){ t ;

comox(0) = 0, C = a=b, luego

x(t) = ab
1 � e(a� b){ t

b� ae(a� b){ t
:

Ejemplo 2.3 La velocidad de escape de la Tierr a
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Nos interesaresolver el problemade encontrar la velocidad de escape al espacioexterior
de un cuerpo que se encuentre en la super�cie de la tierra. Si usamosla ley de Newton
tenemos

dv
dt

= �
GMT

r 2
;

donde G es la constante universal gravitatoria y M T es la masa de la tierra. Como g =
GMT =R2, siendoR el radio de la tierra (quesupondremosuna esfera),tenemosGM T = gR2.
Obviamente r varia con el tiempo por lo que la ecuaci�on anterior setorna algo complicada
a simple vista. Usandola regla de la cadenatenemos

v
dv
dr

= �
gR2

r 2
:

La soluci�on de estaEDO usandoel m�etodo de separaci�on de variablesesv2 = 2gR2=R+ C.
Supongamosque v0 esla velocidad inicial del cuerpo sobrela super�cie terrestre, entonces,
la velocidad del cuerpo a cualquier distancia de la tierra viene dada por

v2 =
2gR

r
+ v2

0 � 2gR:

Para que nuestra nave escape de�nitiv amente de la tierra es su�ciente que v � 0 cuando
r ! 1 , lo cual nos conduceal valor v0 �

p
2gR. Poniendo los datos R = 6400000metros

g = 9;8m=s2 obtenemosv0 = 11200m=s = 11;2Km=s.

Ejemplo 2.4 La ca��da de un cuerpo en un medio viscoso se puede modelizar mediante la
ecuaci�on para la velocidad v(t)

v0 = g � �v r ; v(0) = v0; (2.3)

dondeg y � son ciertas constantes(la gravedad y la viscosidad).

Resolvamosla ecuaci�on

dv
g � �v r

= dt =) t � t0 =
Z v

v0

dv
g � �v r

=
1
g

Z v

v0

dv
1 � ! 2vr

; ! 2 =
�
g

:

Escojamos r = 2, por ejemplo.Entonces
Z v

v0

dv
1 � ! 2vr

=
1

2!
log

(1 + ! v)
(1 � ! v)

(1 � ! v0)
(1 + ! v0)

= g(t � t0):

Despejandov tenemosla soluci�on

v(t) =
1
!

�
1+ ! v0
1� ! v0

�
e2g! (t � t0) � 1

�
1+ ! v0
1� ! v0

�
e2g! (t � t0) + 1

; ! =
r

�
g

> 0:

Como! > 0, entoncessi t ! 1 el cuerpo s�olo podr�a alcanzarla velocidad l��mite vmax = 1=!
independiente del valor v0 inicial.

Ejercicio 2.5 Resolverel caso r = 3.
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2.1.2. El modelo de crecimien to de poblaciones

Imaginemosque tenemosuna poblaci�on de cierta especie(consideraremosque tenemos
un n�umerobastante alto de individuos) y seap(t) el n�umerodeindividuos dedicha especieen
el momento t (evidentemente p(t) 2 N). Sear (t; p) la diferenciaentre en��ndice de natalidad
y mortalidad de la poblaci�on. Supongamosque la poblaci�on est�a aislada (o sea, no hay
emigraci�on ni inmigraci�on). Entoncesla variaci�on p(t + h) � p(t) esproporcional a p(t)h y
el coe�ciente de proporcionalidadesr (t; p). Luego

p(t + h) � p(t) = r (t; p)p(t)h; h ! 0; =) p0(t) = r (t; p)p(t):

La ecuaci�on m�as sencilla posible se obtiene si consideramosr (t; p) = r , constante. As��, la
poblaci�on de individuos de la especiepuedesermodelizadamediante el PVI

p0(t) = r p(t); p(t0) = p0; r > 0; (2.4)

cuya soluci�on p(t) = p0er (t � t0) . El modelo anterior se conoce como modelo de Malthus o
modelo maltusiano puesfu�e propuestopor el economistaingl�esThomasR. Malthus (1766{
1834).Si r < 0 la especieesta condenadaa la extinci�on y si r > 0 �esta creceen proporci�on
geom�etrica.

Aunqueel modelofuncionarazonablemente bien para poblacionesgrandes,hay quehacer
variascorreccionespuessi p(t) empiezaa crecerdemasiadohabr�a muchosotros factorescomo
la falta deespacioo dealimentos quefrenar�a el crecimiento. Por tanto variosa~nosdespu�esen
1837un matem�atico y bi�ologoholand�es,P. F. Verhulst, propusoun modeloalgom�asrealista
conocido comoel modelo log��stico. Verhulst razon�o que comoestad��sticamente el encuentro
de dos individuos es proporcional a p2 (>por qu�e?) entonces tendremosque sustraerle al
t�ermino r p un t�ermino cp2, de forma que la EDO que modeliza una poblaci�on ser�a

p0(t) = r p(t) � cp2(t); p(t0) = p0; r; c > 0: (2.5)

t t

r/cp

0
0

Figura 2: Evoluci�on de la poblaci�on seg�un
el modelo log��stico 2.5.

En generalc ha de ser mucho m�as peque~no
quer ya quesi r no esmuy grandela EDO (2.4)
es una aproximaci�on bastante buena, pero si p
comienzaa crecerdemasiadoentoncesel t�ermi-
no � cp2 no sepuedeobviar y termina frenando
el crecimiento exponencial.Resolviendola EDO
(2.5) tenemos

p(t) =
r p0er (t � t0)

r � cp0 + cp0er (t � t0)
: (2.6)

Adem�as, l��mt !1 p(t) = r =c independientemente
de p0. En el casocuando 0 < p0 < r =c la evo-
luci�on de la poblaci�on est�a representada en la
gr�a�ca 2.

Este modeloseha comprobadoconvariases-
peciesy ha dado muy buenosresultados, en particular, el hecho de que la poblaci�on se
estabiliceha sido comprobadoen distintos experimentos con parameciosobteni�endoseuna
gran concordanciaentre los resultadoste�oricosy experimentales.
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2.2. Problemas

Problema 2.6 Encuentra a ser posibletodaslas solucionesy(x) de�nidas expl��citamente si
se puede o impl��citamente de las EDOs siguientes

1. (1 + x2)y0 = 1 + y2

2. y0 = xy(y + 2)

3. y(1 + x2)y0+ x(1 + y2) = 0

4. y0 = 1 � x + y2 � xy2

5. cotg(y)y0 = x2 + 2

6. (x logx)y0+
p

1 + y2 = 0

7. cos(y)y0+ ex+1 tan y = 0

8. (xy + y)y0+ ey2
(x2 + 2x + 1) = 0

Problema 2.7 Encuentra las solucionesy(x) de los siguientesproblemasde valores inicia-
les:

1. y0 = y(a + by), y(x0) = y0 > 0, a;b > 0.

2. (1 � x)y0 = (x + 1)y, y(0) = 0

3. yy0+ x � 3xy2 = 0, y(2) = 1

4. cos(y)y0 = � x seny
1+ x2 , y(1) = � =2

5. 3xy0 = y cosx, y(1) = 0

6. x2y0 � 1 = cos(2y), l��mx!1 y(x) = 5� =4
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2.3. Ecuaciones que se reducen a EDOs lineales o separables

2.3.1. Ecuaciones reducibles a EDOs lineales: Las EDOs de Bernoulli y Riccati

En 1695Johann Bernoulli propusola resoluci�on de la EDO

y0+ a(x)y = b(x)yn ; n 6= 0; 1: (2.7)

La resolvi�o su hermanoJacoben 1696.Esemismo a~no Leibniz propusoel cambio z = y1� n

que transformabala EDO (2.7) en una EDO lineal. En efecto,haciendo

z = y1� n ; z0 = (1 � n)y� ny0; =) z0+ (1 � n)a(x)z = (1 � n)b(x);

que eslineal y por tanto podemosusar la f�ormula (1.3) para resolverla.

Ejemplo 2.8 Resolverla EDO y0 � 1=(3x)y = y4 logx.

Esta ecuaci�on esuna EDO deBernoulli conn = 4. Hacemosel cambio z = y� 3, y tenemos
y0 = � y4y0=3, y = y4z, luego la EDO setransforma en

z0+
1
x

z = � 3logx; =) z = �
C
x

�
3
2

x logx +
3
4

x;

de dondeobtenemos

y =
�

�
C
x

�
3
2

x logx +
3
4

x
� � 1=3

:

Pasemosa estudiar la EDO deRiccati. En 1724Jacopo FrancescoRiccati estudi�o la EDO

y0+ p(x)y + q(x)y2 = f (x); (2.8)

que hab��a consideradoa~nos antes Jacob Bernoulli. La ecuaci�on anterior generalmente es
imposible de resolver anal��ticamente (en cuadraturas) a no ser que se sepauna soluci�on
particular yp. Supongamosque yp esuna soluci�on particular de (2.8), y hagamosel cambio
z = y � yp. Obtenemos

z0+ [p(x) + 2q(x)]z + q(x)z2 = 0;

que esuna ecuaci�on de Bernoulli la cual mediante el cambio w = 1=z podemosconvertir en
una lineal.

En general,dadauna EDO deRiccati (2.8), mediante el cambio y = yp + 1=z, la podemos
convertir en una EDO lineal. Veamosun ejemplo.

Ejemplo 2.9 Resolverla EDO de Riccati y0 = y2 � 2=x2.

La forma de la EDO nos induce a buscaruna soluci�on del tip o y = c=x. Sustituyendoen la
EDO descubrimosquelas funcionesy = 1=x e y = � 2=x sonsolucionesparticulares.Usemos
la primera para resolver la EDO. Hacemosel cambio y = 1=x + 1=z,

y0 = �
1
x2

�
z0

z2
; =) z0+

2
x

z = � 1:

La soluci�on la encontramos usandola f�ormula (1.3) que nosda

z = �
x
3

+
C
x2

; =) y =
1
x

+
3x2

C � x3
:
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2.3.2. Ecuaciones del tip o y0 = F (�x + � y)

Seala EDO
y0 = F (�x + � y); (2.9)

y hagamosel cambio z = �x + � y, entoncesz0 = � + � y0, luego (2.9) se transforma en la
EDO separable

z0 = � + � F (z); =)
Z

dz
� + � F (z)

= x + C:

Ejemplo 2.10 Resolverla EDO y0 = y � x � 1 + 1
x� y+2 .

Esta ecuaci�on puedeserescritaen la forma y0 = F (�x + � y) si hacemosz = y � x, entonces
F (z) = z � 1 + 1=(2 � z). Como z0 = y0 � 1 tenemos

z0 = z � 2 �
1

z � 2
; =)

Z
(z � 2)dz

(z � 2)2 � 1
= x + C;

luegola soluci�on en cuadraturases

logj(z � 2)2 � 1j = x + C; =) (z � 2)2 � 1 = Cex ; =) z = 2 �
p

1 + Cex ;

por tanto y = 2 + x �
p

1 + Cex . N�oteseque hemosdividido por (z � 2)2 � 1 por lo que
podemoshaber perdido soluciones.En efecto,como(z � 2)2 � 1 = 0 seanula en z = 1 y 3,
podemosperder las solucionesy = x + 1 e y = x + 3.

2.4. Las EDOs homog �eneas

Un tip o especialdeEDOsresolublessonlasdenominadasEDOshomog�eneas.Una funci�on
f (x; y) sedenominahomog�eneade orden k si para todo x; y y para todo t 2 R, f (tx; ty) =
tk f (x; y). Adem�as, si f es homog�eneade orden 0, entonces f (tx; ty) = f (x; y). Seaf una
funci�on homog�eneade orden 0. Seay = u x. Entonces

f (x; y) = f (x; ux) = x0f (1; u) = g(u) = g(y=x);

o sea,toda funci�on homog�eneade orden 0 esuna funci�on de y=x.

Supongamosque tenemosla EDO y0 = f (x; y) y f esuna funci�on homog�eneade orden
0, entoncesla EDO anterior setransforma en la EDO

y0 = f (y=x): (2.10)

A la ecuaci�on y0 = f (y=x) anterior se le sueledenominar EDO homog�enea.Si hacemosel
cambio y = ux, entoncesy0 = xu0+ u y la EDO (2.10) setransforma el la EDO separable

xu0+ u = f (u); u = y=x;

que sepuederesolver en cuadraturasya que esuna EDO separable
Z

du
f (u) � u

= logjxj + C:

Ejemplo 2.11 Resolverla EDO y0 = (y +
p

x2 � y2)=x.
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Seaf (x; y) = (y +
p

x2 � y2)=x, esf�acil comprobarque f (tx; ty) = f (x; y), as�� que hacemos
el cambio y = u x y obtenemos,si u 6= � 1,

xu0 =
p

1 � u2; =)
du

p
1 � u2

=
dx
x

;

de dondesededuceque

arcsenu = logjxj + C ( ) arcsen(y=x) = logjxj + C:

Ahora bien, comohemosvisto u 6= � 1, lo que puedehacernosperder las solucionesy = � x.
Sustituyendoy = � 1 en la EDO inicial comprobamosque y = x e y = � x son tambi�en dos
solucionesde la EDO original.

2.5. Otras EDOs de primer orden: la EDO de Clairaut

La EDO

y = xy0+ f (y0); f derivable y con primera derivada continua (2.11)

sedenominaEDO de Clairaut en honor a Alexis Clairaut que las estudi�o en 1734.Vamosa
intentar encontrar alguna soluci�on de la EDO Clairaut para lo cual derivamos(2.11)

y0 = xy00+ y0+ f 0(y0)y00 ( ) [x + f 0(y)]y00= 0;

de dondededucimosque o y00= 0 o x + f 0(y0) = 0. La primera condici�on nosda una familia
de rectas y = mx + n. Lo curioso de esta EDO es que la envolvente1 de todas las rectas
tambi�en essoluci�on. Para descubrir cualesson las rectassoluci�on basta notar que si y0 = c,
entoncesla EDO nos da la ecuaci�on y = xc + f (c), c 2 R. Para encontrar la otra soluci�on
usamosque x = � f 0(y0). Luego si hacemosy0 = t, siendot un par�ametro real tenemosla
siguiente soluci�on param�etrica conocida com�unmente comosoluci�on singular

8
<

:

x = � f 0(t);

y = xt + f (t):

Ejemplo 2.12 Resolverla EDO y = xy0+ (y0)2.

Esta esuna EDO de Clairaut con f (z) = z2, luegolas solucionesson las familias de rectas

y = cx + c2;

y la soluci�on singular
8
<

:

x = � 2t

y = xt + t2
=) t = �

x
2

; y = �
x2

4
:

1La envolvente de una familia de rectas (curvas en general) esuna curva que estangente a todas dichas
rectas (curvas).
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2.6. Ecuaciones exactas y factores in tegran tes

Sea una EDO del tip o y0 = f (x; y). Est�a claro que si la EDO anterior la podemos
reescribiren la forma d

dx (� (x; y)) = 0, para cierta funci�on � (x; y), entoncesla soluci�on de la
EDO ser�a � (x; y) = C.

Nuestro objetivo en esteapartado es estudiar cuandouna EDO se puedeescribir de la
forma anterior. Por convenienciareescribiremosla EDO y0 = f (x; y) en la forma equivalente

N (x; y)y0+ M (x; y) = 0: (2.12)

La EDO (2.12) tendr�a una soluci�on en cuadraturasdel tip o � (x; y) = C si y s�olo si (2.12)
es equivalente a la expresi�on d

dx (� (x; y)) = 0, o lo que es lo mismo, � (x; y) = C es una
soluci�on de (2.12) si y s�olo si (2.12) sepuedereescribirde la forma d

dx (� (x; y)) = 0.
Como

0 =
d
dx

(� (x; y)) =
@� (x; y)

@x
+

@� (x; y)
@y

@y
@x

=
@� (x; y)

@x
+

@� (x; y)
@y

y0;

entoncesla EDO (2.12) sepuedeescribir de la forma d
dx (� (x; y)) = 0 si y s�olo si, dadasdos

funcionesM (x; y) y N (x; y) existe una funci�on � (x; y) tal que

@� (x; y)
@x

= M (x; y);
@� (x; y)

@y
= N (x; y): (2.13)

Por ejemplo, la EDO x + yy0 = 0 sepuedeescribir en la forma d
dx [x2 + y2] = 0 y la EDO

2x � exp(x + y) + [2y + exp(x + y)]y0 = 0 sepuedeescribir como d
dx [x2 + y2 � exp(x + y)] = 0.

En generalno estrivial deducir si una EDO del tip o (2.12) sepuedeexpresarde la forma
d

dx (� (x; y)) = 0. Por ejemplo,no esf�acil intuir que la EDO

y3 + yey cos(xy) �
3
x2

+ [3xy2 + ey sen(xy) + xey cos(xy)]y0 = 0

sepuedeescribir como
d
dx

�
xy3 + ey sen(xy) +

3
x

�
= 0:

Obviamente no cualquierEDO del tip o (2.12) sepuedeescribir de la forma d
dx (� (x; y)) =

0, por ejemplo, la EDO lineal (1.2) y0+ [a(x)y � b(x)] = 0.

As�� surgela pregunta >cu�andola EDO (2.12)sepuedeescribirdela forma d
dx (� (x; y)) = 0,

y por tanto su soluci�on es� (x; y) = C?. La respuestala da el siguiente

Teorema 2.13 Sean M (x; y) y N (x; y) dos funcionestales queexistan todas las derivadas
parciales @M

@x , @N
@x , @M

@y y @N
@y y sean funcionescontinuas en cierto dominio2 
 2 R2. Entonces,

para queexista una funci�on � (x; y) tal quese cumpla la condici�on (2.13)

@� (x; y)
@x

= M (x; y);
@� (x; y)

@y
= N (x; y);

es necesario y su�ciente que

@N (x; y)
@x

=
@M (x; y)

@y
; 8(x; y) 2 
 : (2.14)

2Por dominio entenderemosun conjunto abierto de R2 y convexo, o sea,sin agujeros.



2 OTRAS EDOS DE PRIMER ORDEN 15

De�nici� on 2.14 Una EDO del tipo (2.12) se llama exactasi N y M son funciones tales
que @N (x;y )

@x = @M (x;y )
@y .

Corolario 2.15 Para quela EDO (2.12) sea exactaesnecesario y su�ciente quesecumpla
la condici�on (2.14) en cierto dominio 
 � R2. Adem�as, toda EDO exactatiene una soluci�on
en cuadraturas en 
 , es decir existe una funci�on � (x; y) tal que � (x; y) = C, de�ne la
soluci�on de (2.12) en 
 .

Ejemplo 2.16 Decidir si la EDO

(2x + y � senx) + (3y2 + cosy + x)y0 = 0;

es exacta,y encontrar su soluci�on.

En estecasoM (x; y) = 2x + y� senx y N (x; y) = 3y2 + cosy+ x, luego @M (x;y )
@y = 1 = @N (x;y )

@x ,
luegoseg�un el corolario 2.15esexacta.Vamosa resolverla. Comola EDO esexactaentonces
existe � (x; y) tal que secumple (2.13), o sea,

@� (x; y)
@x

= 2x + y � senx;
@� (x; y)

@y
= 3y2 + cosy + x:

De la primera deducimos

� (x; y) = x2 + xy + cosx + h(y):

Para calcular h(y) usamosque � (x; y) = C, luego

@� (x; y)
@y

= x+ h0(y) = 3y2+ cosy+ x; =) h0(y) = 3y2 + cosy; =) h(y) = y3 + seny;

y la soluci�on, en cuadraturas,es� (x; y) = x2 + xy + cosx + y3 + seny = C.

Obviamente pod��amoshaber comenzadopor la segundaecuaci�on @� (x;y )
@y = 3y2 + cosy+ x,

entonces
� (x; y) = y3 + seny + xy + g(x);

pero
@� (x; y)

@x
= y + g0(x) = 2x + y � senx; =) g(x) = x2 + cosx;

as�� � (x; y) = y3 + seny + xy + x2 + cosx = C.

Ejemplo 2.17 Comprobar si la EDO lineal (1.2) es exacta.

En este casoy0 + [a(x)y � b(x)] = 0, luego M (x; y) = a(x)y � b(x) y N (x; y) = 1, luego
@M (x;y )

@y 6= @N (x;y )
@x , as�� que no esexacta.>Qu�e haceren estecaso?

De�nici� on 2.18 Una EDO del tipo (2.12) es inexacta(o no esexacta)si @M (x;y )
@y 6= @N (x;y )

@x .
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2.6.1. Factores in tegran tes

De�nici� on 2.19 En general, dada la EDO (2.12), se dice que � (x; y) 6� 0 es un factor
integrante de (2.12) si la EDO � (x; y)M (x; y) + � (x; y)N (x; y)y0 es exacta.

Ahora bien, una EDO esexactasi y s�olo si setiene la condici�on (2.14), luego� (x; y) ha
de satisfacerla ecuaci�on

@� (x; y)M (x; y)
@y

=
@� (x; y)N (x; y)

@x

si y s�olo si

M (x; y)
@� (x; y)

@y
+ � (x; y)

@M (x; y)
@y

= N (x; y)
@� (x; y)

@x
+ � (x; y)

@N (x; y)
@x

: (2.15)

Es decir, una ecuaci�on inexacta tiene un factor integrante � (x; y) si y s�olo si � (x; y) cumple
con la condici�on (2.15).

Por ejemploconsideremosla EDO x2 seny + xeyy0 = 0. Obviamente no esexacta.Enton-
ces,para que admita un factor integrante � (x; y) �estedebe satisfacerla ecuaci�on

x2 seny
@� (x; y)

@y
+ � (x; y)x2 cosy = xey @� (x; y)

@x
+ � (x; y)ey;

la cual es no trivial de resolver. De hecho en la mayor��a de los casosla ecuaci�on (2.15) es
m�ascomplicadade resolver quela EDO original, por tanto el usode�estaestar�a restringido a
aquelloscasosen los que (2.15) esf�acilmente resoluble.Veamosa continuaci�on dosde ellos:

1. cuandola funci�on � esuna funci�on que s�olo dependede x o sea,� = � (x)

2. cuandola funci�on � esuna funci�on que s�olo dependede y, o sea,� = � (y).

En el primer caso(2.15) nosda

� (x)
@M (x; y)

@y
= N (x; y)

@� (x)
@x

+ � (x)
@N (x; y)

@x
;

luego

1
� (x)

d� (x)
dx

=

@M (x; y)
@y

�
@N (x; y)

@x
N (x; y)

= R(x; y):

La expresi�on anterior essencillade resolver si la funci�on R(x; y) de la derecha esuna funci�on
s�olo de x, en cuyo caso� (x) = exp(

R
R(x)dx).

En el segundocasotenemos

M (x; y)
@� (y)

@y
+ � (y)

@M (x; y)
@y

= � (y)
@N (x; y)

@x
;

luego

1
� (y)

d� (y)
dy

=

@N (x; y)
@x

�
@M (x; y)

@y
M (x; y)

= S(x; y):

La expresi�on anterior essencillade resolver si la funci�on S(x; y) de la derecha esuna funci�on
s�olo de y, en cuyo caso� (y) = exp(

R
S(y)dy).
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Ejemplo 2.20 Resolverla EDO (x2 � sen2 y) + x sen(2y)y0 = 0.

@M (x; y)
@y

�
@N (x; y)

@x
= � 2sen(2y); =)

�
@M (x; y)

@y
�

@N (x; y)
@x

�
=N (x; y) = �

2
x

=
� 0

�
;

luego� (x) = 1=x2. Multiplicando la EDO por 1=x2 obtenemosla EDO exacta
�

1 �
sen2 y

x2

�
+

�
sen(2y)

x

�
y0 = 0;

as��
@� (x; y)

@x
= 1 �

sen2 y
x2

; =) � (x; y) = x +
sen2 y

x
+ h(y);

y

@� (x; y)
@y

=
sen(2y)

x
+ h0(y) = N (x; y) =

sen(2y)
x

; =) h0(y) = 0; =) h(y) = C;

y la soluci�on es,por tanto, � (x; y) = x + sen2 y
x = C.

Ejemplo 2.21 Resuelvela EDO

(x3=y+ 5xy)y0+ (x2 + y2) = 0:

Tenemos

@M (x; y)
@y

�
@N (x; y)

@x
=

3
y

(x2 + y2); =)
�

@N (x; y)
@y

�
@M (x; y)

@x

�
=M (x; y) =

3
x

=
� 0

�
;

luego� (y) = y3. Multiplicando la EDO por y3 obtenemosla EDO exacta

(x3y2 + 5xy4)y0+ (x2y3 + y5) = 0:

Usandoel m�etodo descrito tenemos

@� (x; y)
@x

= x2y3 + y5; =) � (x; y) =
x3y3

3
+ xy5 + h(x);

y

@� (x; y)
@y

= x3y2 + 5xy4 = N (x; y) = x3y2 + 5xy4; =) h0(x) = 0; =) h(x) = C;

y la soluci�on es,por tanto, � (x; y) = 1
3x3y3 + xy5 = C.
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2.7. Apro ximaciones num �ericas: el m�eto do de Euler

2.7.1. El m�eto do de Euler

Como ya hemosvisto sonpocaslas EDOs que sepuedenresolver anal��ticamente, espor
ello quesenecesitade m�etodos�ables para obtener la soluci�on de una EDO num�ericamente.
Supongamosque queremosresolver el problemade valoresiniciales

dy(x)
dx

= f (x; y); y(x0) = y0: (2.16)

Obviamente usando un ordenador s�olo podremos resolver el problema en un interva-
lo acotado, digamos[x0; x0 + l]. Para ello vamosa dividir el intervalo en N subintervalos
[x0; x1] [ [x1; x2] [ � � � [ [xN � 1; xN ], xN = x0 + l. Supongamosque hemosencontrado los
valoresde y en los puntos x0; x1; : : : ; xN , quedenotaremospor y0; y1; : : : ; yN . Entonces,para
encontrar una soluci�on aproximada by(x) podemosunir los puntos (x i ; yi ), i = 0; 1; : : : ; N
mediante l��neasrectas (ver �gura 3). Es evidente que si el valor yi es bastante cercanoal
valor real y(x i ) para todos los i = 0; 1; : : : ; N , entonces,al ser by e y funcionescontinuas, la
soluci�on aproximada by(x) estar�a \ muy cercana" a la soluci�on real y(x) en cada uno de los
intervalos [x i ; x i +1 ].

ŷ(x)

x
x x

x

y(x)

y

x

0 1 2 k

Figura 3: Construcci�on de un esquemanum�erico.

Vamos a usar por simplicidad intervalos iguales, es decir, vamos a escogerlos nodos
x i equidistantes. Lo anterior se conoce en la teor��a de m�etodos num�ericos como una red
equiespaciadao uniforme de paso h = l=N . As�� pues tendremoslas siguientes ecuaciones
xk = x0 + kh = x0 + k

�
l

N

�
, k = 0; 1; : : : ; N , xk+1 = xk + h. Obviamente la �unica informaci�on

que tenemospara calcular los valores yi es la EDO que satisfacenuestra inc�ognita y(x).
>C�omo encontrar entonceslos valoresyi ? La idea escomosigue:

1. Usandola EDO y la condici�on inicial calculamosel valor de y1 en el punto x1 = x0 + h

2. A continuaci�on usandoel valor y1 calculamosel valor aproximado y2 de y(x) en x2, y
as�� sucesivamente.

3. Conocido el valor yk encontramos el valor yk+1 de y(x) en xk+1 .

Para resolver nuestro problema de encontrar en valor de y(xk+1 ) conocido el valor de
y(xk) usamosel teoremade Taylor

y(xk+1 ) = y(xk + h) = y(xk) + y0(xk)h +
y00(xk)

2!
h2 + � � � : (2.17)
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Pero y0(xk) = f (xk; y(xk)), adem�as,

y00(xk) =
d

dx

�
dy
dx

� �
�
�
�
�
x= xk

=
d
dx

(f (x; y(x)))

�
�
�
�
�
x= xk

=
@f (x; y)

@x
+

@f (x; y)
@y

@y
@x

�
�
�
�
�
(x;y )=( xk ;y(xk )

=
@f (x; y)

@x
+ f (x; y)

@f (x; y)
@y

�
�
�
�
�
(x;y )=( xk ;y(xk )

:

Luego, (2.17) nosda

y(xk+1 ) = y(xk) + hf (xk; y(xk )) +
�

@f
@x

(xk; y(xk)) + f (xk; y(xk))
@f
@y

(xk; y(xk))
�

h2

2!
+ � � � :

La aproximaci�on m�as sencillaespor tanto cuandonosquedamosen la serieanterior con
el t�ermino de primer orden, o sea,cuandotenemosel esqueman�umerico

y1 = y0 + hf (x0; y0); y2 = y1 + hf (x1; y1); : : : ; yk+1 = yk + hf (xk; yk); (2.18)

dondeobviamente y0 = y(x0).
El esquemaanterior seconocepor el nombre de esquemao m�etodo de Euler y constituye

el m�etodo m�assencillopara resolver n�umericamente una EDO de primer orden. N�oteseque
dicho esquemanecesitaen cada pasodel valor y(xk), por tanto cuanto m�as cercanoseael
valor yk calculadodel y(xk) real m�asprecisoser�a el m�etodo. Obviamente encadapasoarras-
tramos el error del c�aculo del pasoanterior. En efecto,para calcular y1 usamosel valor real
y0 pero cuando calculamosy2, sustituimos el valor exacto y(x1) desconocido por su valor
aproximado y1, para calcular y3 sustituimos el valor y(x2) por su valor aproximado y2, y
as�� sucesivamente.

Veamosalgunosejemplos.

Comenzaremoscon una ecuaci�on que sepamosresolver exactamente. Por ejemplo,estu-
diemosel problemade valoresiniciales

y0+ y = x; y(0) = 1; x 2 [0; 1];

cuya soluci�on exacta es y(x) = 2e� x � 1 + x. Escogeremosuna discretizaci�on equidistante
con pasoh = 1=20 (20 subintervalos iguales). Los resultado est�an escritosen la tabla 1 o
dibujados en la gr�a�ca 4 (izquierda).

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

Figura 4: Soluci�on num�erica (� ) y exacta (l��nea clara) de y0+ y = x, y(0) = 1 para N = 20
(izquierda) y N = 40 (derecha)
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k xk by(xk ) y(xk ) by(xk ) � y(xk )
0 0 1. 1. 0
1. 0.05 0.95 0.952459 -0.00245885
2. 0.1 0.905 0.909675 -0.00467484
3. 0.15 0.86475 0.871416 -0.00666595
4. 0.2 0.829012 0.837462 -0.00844901
5. 0.25 0.797562 0.807602 -0.0100397
6. 0.3 0.770184 0.781636 -0.0114527
7. 0.35 0.746675 0.759376 -0.0127016
8. 0.4 0.726841 0.74064 -0.0137992
9. 0.45 0.710499 0.725256 -0.0147575
10. 0.5 0.697474 0.713061 -0.0155874
11. 0.55 0.6876 0.7039 -0.0162994
12. 0.6 0.68072 0.697623 -0.0169031
13. 0.65 0.676684 0.694092 -0.0174074
14. 0.7 0.67535 0.693171 -0.0178206
15. 0.75 0.676582 0.694733 -0.0181506
16. 0.8 0.680253 0.698658 -0.0184046
17. 0.85 0.686241 0.70483 -0.0185892
18. 0.9 0.694429 0.713139 -0.0187107
19. 0.95 0.704707 0.723482 -0.0187748
20. 1. 0.716972 0.735759 -0.018787

Tabla 1: Soluci�on n�umericade la ecuaci�on y0+ y = x, y(0) = 1 con N = 20.

Comparemosahora la soluci�on n�umerica con la exacta (ver �gura 4). Para ello primero
resolvemosla ecuaci�on exactamente y(x) = x � 1 + 2e� x .

Si hacemosun simple cambio como aumentar en n�umero de subintervalos hasta 40 (el
doble) vemosque la precisi�on mejora notablemente. Los resultadossepuedenapreciaren la
gr�a�ca 4 (derecha).

Consideremosahora el problema

y0 � 1 � y2 = 0; y(0) = 0; x � 0:

0.5 1 1.5 2

10

20

30

40

0.5 1 1.5 2

-40

-20

20

40

60

Figura 5: Solucionesnum�ericas de y0 � 1 � y2 = 0, y(0) = 0, x 2 [0; 2] (izquierda) y
comparaci�on con la soluci�on exacta (derecha).

Si usamosun esquemade20puntos enel intervalo [0; 1] tenemosla soluci�on representada
en la gr�a�ca 5(izquierda). Adem�as,comola soluci�on exactade esaecuaci�on esy(x) = tan x,
podemosver enla gr�a�ca 5 derecha quepr�acticamente coinciden.>Qu�eocurresi aumentamos
el intervalo hasta llegar a x = 2?.

Si repetimos los c�alculoscon 40 puntos (para queel h seael mismo) pero tomando l = 2
obtenemoslos resultadosque est�an representados en la gr�a�ca 5 (derecha).

La principal raz�on de la divergenciaconsisteen que la soluci�on tan x no est�a de�nida en
x = � =2. Una pregunta natural es,por tanto, >c�omo decidir a priori si el m�etodo de Euler
nosest�a dandola souci�on correcta?y >enqu�e intervalo podemosasegurarqueby esuna buena
aproximaci�on de y? Esonosconduceuna vezm�asa preguntarnos condicionessu�cientes que
nosgaranticen la existenciay unicidad de las solucionesde una EDO.
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2.7.2. El m�eto do de Euler mejorado

El m�etodo de Euler es el m�as sencillo pero tiene un problema, es un m�etodo de orden
uno, o sea,es\poco preciso". >C�omo mejorarlo?

Una posibilidad es truncar la serie de Taylor (2.17) en el tercer orden, de forma que
tengamos

yk+1 = yk + hf (xk; yk) +
�

@f
@x

(xk; yk ) + f (xk; yk)
@f
@y

(xk; yk )
�

h2

2
; y0 = y(x0):

La ecuaci�on anterior se conoce como el m�etodo de la serie de Taylor de tres t�erminos y
aunqueesm�as precisoque el de Euler (se puedeprobar que esun m�etodo de orden 2), es
algo inc�omodo sobretodo si f esuna funci�on algo \complicada". Por ello sesueleusar una
modi�caci�on del mismo.

Para ello escribamosla EDO original y0 = f (x; y) en el intervalo xk ; xk + h en su forma
integral

y(xk+1 ) = y(xk) +
Z xk + h

xk

f (x; y(x))dx: (2.19)

Para resolver este problema aproximamos la integral mediante un rect�angulo de altura
f (xk; yk) (ver �gura 6 izquierda)

Z xk + h

xk

f (x; y(x))dx � hf (xk; yk );

lo que nosconducenuevamente al esquemade euler (2.18)

xk+1xk

y
k

y
k

���������������������������

���������������������������

���������������������������

���������������������������

���������������������������

���������������������������

���������������������������

���������������������������

���������������������������

���������������������������

���������������������������

���������������������������

f(x,y(x))

Figura 6: Regla del rect�angulo (izquierda) y del trapecio (derecha) para aproximar una
integral

Esta aproximaci�on esmuy burda. Una mejor aproximaci�on esusarla regladelos trapecios
(ver �gura 6 derecha) para aproximar la integral, esdecir

Z xk + h

xk

f (x; y(x))dx �
h
2

[f (xk; yk ) + f (xk+1 ; yk+1 )] ;

de dondesededuceel esquemaimpl��cito

yk+1 = yk +
h
2

[f (xk; yk ) + f (xk+1 ; yk+1 )] ; k = 0; 1; : : : ; N; y0 = y(x0):

Obviamente esteesquemaesmuy inc�omodo pueshay queresolver la ecuaci�on impl��cita para
hallar yk+1 . Una forma de obviar esta di�cultad esusar la predicci�on que da el m�etodo de
Euler yk+1 = yk + hf (xk; yk ), de esta forma obtenemosel m�etodo de Euler mejorado

yk+1 = yk +
h
2

[f (xk; yk) + f (xk+1 ; yk + hf (xk; yk))] ; k = 0; 1; : : : ; N; y0 = y(x0):

(2.20)
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Veamosalgunosejemplos.

Comenzaremoscon la misma primera ecuaci�on de antes

y0+ y = x; y(0) = 1; x 2 [0; 1];

cuya soluci�on exactaesy(x) = 2e� x � 1+ x. Escogeremosuna discretizaci�on equidistante con
pasoh = 1=20 (20 subintervalosiguales).Los resultadoslos vemosen la gr�a�ca 7 izquierda)

k xk by(xk ) y(xk ) by(xk ) � y(xk )
0 0 1. 1. 0
1. 0.05 0.95125 0.952459 -0.00120885
2. 0.1 0.907314 0.909675 -0.00236077
3. 0.15 0.867958 0.871416 -0.00345845
4. 0.2 0.832957 0.837462 -0.00450443
5. 0.25 0.8021 0.807602 -0.00550115
6. 0.3 0.775186 0.781636 -0.00645092
7. 0.35 0.75202 0.759376 -0.00735595
8. 0.4 0.732422 0.74064 -0.00821835
9. 0.45 0.716216 0.725256 -0.00904012
10. 0.5 0.703238 0.713061 -0.00982318
11. 0.55 0.69333 0.7039 -0.0105693
12. 0.6 0.686343 0.697623 -0.0112803
13. 0.65 0.682134 0.694092 -0.0119578
14. 0.7 0.680567 0.693171 -0.0126034
15. 0.75 0.681515 0.694733 -0.0132186
16. 0.8 0.684853 0.698658 -0.0138047
17. 0.85 0.690467 0.70483 -0.0143632
18. 0.9 0.698244 0.713139 -0.0148955
19. 0.95 0.708079 0.723482 -0.0154026
20. 1. 0.719873 0.735759 -0.0158858

Tabla 2: Soluci�on n�umericade la ecuaci�on y0+ y = x, y(0) = 1 conN = 20usandoel m�etodo
de Euler mejorado.
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Figura 7: Comparaci�on gr�a�ca de la soluci�on num�ericay exactade y0+ y = x, y(0) = 1 para
N = 20 (izquierda) usandolos m�etodos de Euler y Euler mejorado.A la derecha vemosla
comparaci�on de los erroresdel del m�etodo de Euler (c��rculos obscuros)con los del m�etodo
de Euler mejorado(c��rculos claros)
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2.8. Problemas

Problemas de EDOs de Bernoulli y Riccati

Problema 2.22 Resolverlas EDOs de Bernoulli

1. y0+ y = xy3,

2. xy0+ y = y2 logx,

3. y0+ 2y = exy2,

4. 4y3y0+ 4xy4 = 4x,

5. (1 � x3)y0 � 2(1+ x)y = y5=2,

6. xy0 � y = xkyn , n 6= 1, n + k 6= n,

7. x3 senyy0+ 2y = x (resolverlarespecto a x y no a y, para ello usar quey0(x) = dy=dx =
1=(dx=dy) = 1=x0(y)).

Problema 2.23 Resolverlas EDOs de Riccati

1. y0 = x3 + 2y=x � y2=x, yp = � x2,

2. y0 = 1 + y=x + (y=x)2, yp = x,

3. 3y0+ y2 + 2=x2 = 0,

4. y0+ 2yex � y2 = e2x + ex ,

5. y0 � 2xy + y2 = 5 � x2.

Problemas de EDOs reducibles a EDOs lineales o separables

Problema 2.24 Supongamosque tenemosla EDO y0 = f (y=x). Prueba queesta ecuaci�on
es equivalentea la EDO separable

xv0+ v = f (v); v = y=x:

A la ecuaci�on y0 = f (y=x) se le sueledenominar EDO homog�enea. Resuelvelas siguientes
EDOs

1. y0 = 2(y=x) + (y=x)2

2. (x �
p

x y)y0 = y

3. y0 = y=x + tan(y=x),

4. (x + y + 2)y0 = 3x � y � 6,

5. (4x � 3y � 6)y0+ x � 2y + 1 = 0,

6. (2x + 4y + 3)y0+ 2 + 2y + 3 = 0.

7. y0 = (ax + by)=(cx+ ey). Considerar los casosae6= cby ab= cd. Comocasoparticular
resolverla EDO y0 = (x + y)=(x � y).
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8. Resolver la EDO y0 = (ax + by + m)=(cx + ey + n). Para ello prueba que existe un
cambio de variable y = Ay + B y x = Cx + D que transforma la EDO en la EDO
del apartado anterior y0 = (ax + by)=(cx + ey). Como casoparticular resolverla EDO
y0 = (x + y + 1)=(x � y + 2).

Problema 2.25 Resolverlas EDOs del tipo y0 = F (ax + by)

1. y0 =
p

x + y � 1,

2. y0 = (x � y + 5)2,

3. y0 = 2(y � x) + (y � x)2,

4. y0 = sen(x � y).

Problema 2.26 Haciendo un cambio de variables o derivando transforma las siguientes
EDOs en EDOs linealesy resu�elvelas.

1. (x2 � 2y + 1)y0 = x,

2. x(ey � y0) = 2,

3. y(x) = x + 1 +
Z x

0
y(t)dt,

4.
Z x

0
(x � t)y(t)dt = 2x +

Z x

0
y(t)dt.

Problemas de EDOs exactas y factores in tegran tes

Problema 2.27 Decide si las siguientesecuacionesecuacionesson exactasy resu�elvelas.
En casode queno lo sean, encuentra, a ser posible,un factor integrante.

1. (3y2 + 2xy + 2x) + (6xy + x2 + 3)y0 = 0,

2. 2x(1 +
p

x2 � y) �
p

x2 � yy0 = 0,

3. (x2 + y2 � a)x + (y2 + x2 + a)yy0 = 0,

4. 2xy + (x2 � y2)y0 = 0,

5. e� y � (2y + xe� y)y0 = 0,

6. y=x + (y3 + logx)y0 = 0,

7. 3x2(1 + logy) � (2y � x3=y)y0 = 0,

8. (x2 + y2 + x) + yy0 = 0,

Problema 2.28 Resuelvelos siguientesproblemasde valores iniciales

1. 2xy3 + 3x2y2y0 = 0, y(1) = 1,

2. 3x2 + 4xy + 2(y + x2)y0 = 0, y(0) = 1,

3. 3xt + y2 + (x2 + xy)y0 = 0, y(2) = 1,

4. xy0 � y � y2 = 0, y(2) = 1,
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Problemas de EDOs de Clairaut

Problema 2.29 Resolverlas EDOs de Clairaut

1. (y0)2 + x3y0 � 2x2y = 0,

2. y = xy0+ (y0)n , n 6= 0; 1,

3. y = xy0+ log(y0),

4. y = xy0+
p

1 + (y0)2,

5. y = xy0 � ey0
.

Problemas del m�eto do de Euler

Problema 2.30 Encuentra las solucionesy(x) de los siguientesproblemasde valores ini-
ciales usandoel m�etodo de Euler y el de Euler mejorado.

1. y0 = ex2
y, y(2) = 1,

2. y0 = ex2
y� 2, y(0) = 1,

3. y0 =
p

1 + senx(1 + y2), y(0) = 1,

4. y0 = k(a � y)(b� y), a;b;k > 0, y(0) = 0, (toma distintos valoresde a, b y k,

5. z0� 2xz = 2, z(0) = 1,

6. y0+ sen(x)y � cos(x)y3 = 1 + x2, y(0) = 1,

7. y0+ 2ey = x2 + y2, y(0) = 0.
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3. Sistemas de EDOs

Un sistemade ecuacionesdiferencialesordinarias de primer orden (SEDO) esun sistema
de la forma 8

>>><

>>>:

y0
1(x) = f 1(x; y1; y2; : : : ; yn );

y0
2(x) = f 2(x; y1; y2; : : : ; yn );

...
y0

n (x) = f n(x; y1; y2; : : : ; yn );

(3.1)

dondey1,. . . yn son funcionesde x desconocidasy f 1, . . . f n sonciertas funcionesconocidas.
Por comodidad vamosa usar la forma vectorial del sistemaanterior, o sea,vamosa denotar
por Y, Y0 y F son los vectores

Y(x) =

0

B
B
B
@

y1(x)
y2(x)

...
yn (x)

1

C
C
C
A

; Y 0(x) =

0

B
B
B
@

y0
1(x)

y0
2(x)
...

y0
n (x)

1

C
C
C
A

; F (x; Y) =

0

B
B
B
@

f 1(x; y1; y2; : : : ; yn )
f 2(x; y1; y2; : : : ; yn )

...
f n (x; y1; y2; : : : ; yn )

1

C
C
C
A

;

esdecir la derivadadeun vector Y la de�niremos comoel vectorquetiene comocomponentes
lasderivadasdecadauna de lascomponentesdel vectororiginal. Usandolo anterior podemos
reescribir (3.1) en la forma vectorial

d
dx

Y(x) = Y 0(x) = F (x; Y): (3.2)

Evidentemente que el cason = 1 recuperamoslas EDOs de primer orden estudiadasen el
cap��tulo anterior. Est�a claro que si el estudio de una EDO de primer orden era \bastante"
complicado,un sistemade�estasesmucho m�ascomplejo,as�� quenosrestringiremosal estudio
de los SEDOslineales,esdecir cuandof k, k = 1; : : : ; n esuna funci�on lineal de la forma

f k(x; y1; y2; : : : ; yn ) =
nX

j =1

akj (x)yj (x) + bk(x); k = 1; : : : ; n;

lo que nosconducea los sistemaslineales
8
>>><

>>>:

y0
1(x) = a11(x)y1(x) + a12(x)y2(x) + � � � + a1n(x)yn(x) + b1(x);

y0
2(x) = a21(x)y1(x) + a22(x)y2(x) + � � � + a2n(x)yn(x) + b2(x);

...
y0

n (x) = an1(x)y1(x) + an2(x)y2(x) + � � � + ann (x)yn(x) + bn (x):

; (3.3)

El sistemaanterior sepuedeescribir en forma matricial

Y 0(x) = A(x)Y(x) + B(x); (3.4)

donde

A(x) =

0

B
B
B
@

a11(x) a12(x) a13(x) � � � a1n (x)
a21(x) a22(x) a23(x) � � � a2n (x)

...
...

...
. . .

...
an1(x) an2(x) an3(x) � � � ann (x)

1

C
C
C
A

; B(x) =

0

B
B
B
@

b1(x)
b2(x)

...
bn (x)

1

C
C
C
A

;

Cuando B(x) = 0, o seacuando todas las componentes del vector B son cero, diremos
que SEDO eshomog�eneo,y si al menosuna componente de B esno nula, no homog�eneo.
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3.1. La ecuaci�on lineal Y 0 = A(x)Y + B(x)

Comenzaremosenunciandoun teoremaque demostraremosal �nal de estecap��tulo.

Teorema 3.1 Sean A(x) 2 Rn� n y B(x) 2 Rn una matriz un un vector cuyos elementos
son funcionescontinuas en R. Entoncesel PVI, Y 0 = A(x)Y + B(x), Y(x0) = Y0 tiene una
�unica soluci�on cualquiera sean las condicionesiniciales Y0 escogidas.

Comenzaremosestudiandoel sistemahom�ogeneo,o seacuandoB(x) = 0

Y 0(x) = A(x)Y(x); A(x) 2 Rn� n y continua en R: (3.5)

Teorema 3.2 Sea A(x) 2 Rn� n . Si Y1 e Y2 sonsolucionesdel sistemaY 0 = A(x)Y, entonces
cualquiera de suscombinacioneslinealesson tambi�en soluci�on.

Teorema 3.3 Sean Y1(x), . . . , Yk(x) solucionesdel sistema Y 0 = A(x)Y. Para que los
vectores (funciones) Y1(x), . . . , Yk(x) sean linealmente dependientespara todo x 2 R es
necesario y su�ciente quelo sean para alg�un t 2 R.

Corolario 3.4 Para que las solucionesY1(x), . . . , Yk(x) del PVI, Y 0 = A(x)Y, Yi (x0) =
Y0;i , i = 1; : : : ; k sean linealmente independienteses su�ciente quelas condicionesiniciales,
o sea los vectores, Y0;1, . . . Y0;k sean linealmente independientes.

El corolario anterior sepuedeparafrasearde la siguiente forma: conjuntos de condiciones
linealmente independientesgeneran solucioneslinealmente independientesy conjuntos de
condicioneslinealmentedependientesgeneran solucioneslinealmentedependientes.

Nota 3.5 Es importante destacar que el resultadoque hemosprobado en relaci�on con la
dependencialineal s�olo es cierto para vectores soluci�on de un SEDO lineal lo cual queda de
mani�esto en el siguienteejemplo.Los vectores (funciones)

�
x
x

�
y

�
x2

x2

�
;

son vectores linealmente independientes(lo son los polinomios x y x2) ya que es imposible
obteneruna de otro al multiplicar por constantes,no obstante,para x = x0, obviamenteson
dependientespues �

x2
0

x2
0

�
= x0

�
x0

x0

�
:

Teorema 3.6 Sea A(x) 2 Rn� n . Entonces, el conjunto de todas las solucionesdel sistema
homog�eneo Y 0 = A(x)Y es un espacio vectorial de dimensi�on n.

Corolario 3.7 Si Y1(x), . . . , Yn (x) son solucioneslinealmente independientesdel sistema
Y 0 = A(x)Y, entonces toda soluci�on de Y 0 = A(x)Y se puede expresar como una �unica
combinaci�on lineal de dichas soluciones.O sea, existen unos �unicos coe�cientes c1, . . . cn

tales que
Y(x) = c1Y1(x) + c2Y2(x) + � � � + ckYn (x):

En particular, la soluci�on del PVI, Y 0 = A(x)Y, Y(x0) = Y0 se expresade manera �unica
como una combinaci�on lineal de las solucionesdel sistemahomog�eneo correspondiente.

Nota 3.8 Juntando los teoremas3.3 y 3.6 tenemosun criterio para encontrar una basedel
espacio S de todas las solucionesde Y 0 = AY : Para quelas solucionesY1(x), . . . , Yn (x) del
sistemaY 0 = A(x)Y sean linealmentedependientespara todo x 2 R esnecesario y su�ciente
quepara alg�un x0 2 R

det jY1(x0) Y2(x0) : : : Yn (x0)j 6= 0:

Nota 3.9 Todos estosresultadosson ciertos para toda matriz A cuyoselementosson fun-
cionescontinuas en todo R.
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3.2. Los SEDO lineales con coe�cien tes constan tes

En adelante asumiremosque A es una matriz n � n real de coe�cientes constantes, es
decir estudiaremosel problema(3.5) cuandola matriz A esde coe�cientes constantes

Y 0(x) = AY (x); A 2 Rn� n : (3.6)

3.2.1. Auto valores simples

Busquemosla soluci�on de (3.6) en la forma

Y(x) = e�x v; (3.7)

donde � es cierta constante y v un vector constante. Sustituyendo (3.7) en (3.6) tenemos,
comov esconstante3

Y 0(x) = (e�x v) = �e �x v =) �e �x v = A e�x v:

Es decir, (3.7) es soluci�on del sistema homog�eneosi y s�olo si � es un autovalor de A y
v su autovector asociado, por tanto para resolver nuestro sistemalineal basta encontrar n
autovectoresv1, . . . , vn linealmente independientesencuyo casola soluci�on generales,seg�un
el teorema3.3, de la forma

Y(x) =
nX

k=1

cke� k vk ; (3.8)

dondec1, . . . , cn sonconstantes arbitrarias y � k , k = 1; : : : ; n, son los autovaloresasociados
a los autovectoresvk , k = 1; : : : ; n.

Ejemplo 3.10 Encontrar la soluci�on general del SEDO

Y 0 =
�

1 12
3 1

�
Y:

Comenzamoscalculandolos autovaloresy autovectores

det(A � �I ) = � 35� 2� + � 2 = 0 =) � 1 = � 5; � 2 = 7:

Calculamoslos autovectores.Comenzamoscon el correspondiente a � 1 = � 5

(A � �I )v = 0 =)
�

6 12
3 6

� �
x1

x2

�
= 0 =) x1 = � 2x2; =) v1 =

�
� 2
1

�
:

Para � 1 = 7

(A � �I )v = 0 =)
�

� 6 12
3 � 6

� �
x1

x2

�
= 0 =) x1 = 2x2; =) v2 =

�
2
1

�
:

Por tanto la soluci�on generales

Y(x) = c1 e� 5x

�
� 2
1

�
+ c2 e7x

�
2
1

�
:

3Entenderemosque la derivada de un vector o una matriz es la derivada t�ermino a t�ermino.
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Ejemplo 3.11 Encontrar la soluci�on general del SEDO

Y 0 =
�

2 � 5
2 � 4

�
Y:

Calculamoslos autovaloresy autovectores

det(A � �I ) = 2 + 2� + � 2 = 0 =) � 1 = � 1 � i; � 2 = � 1 + i:

Es decir, soncomplejos.>Qu�e haceen estecaso?
Si A esreal y � esel autovalor complejoasociado al autovector v, entoncesel complejo

conjugado� esel autovalor asociado al autovector v. Ahora bien, si tenemos

Y(x) = e�x v = < Y(x) + i= Y(x);

Y ser�a soluci�on de Y 0 = AY si y s�olo si Y1(x) = < Y(x) y Y2(x) = = Y(x) son soluci�on de
Y 0 = AY , entonces

< Y(x) = eax(< v cosbx � = v senbx); = Y(x) = eax (< v senbx + = v cosbx)

sonsolucioneslinealmente independientes de Y 0 = AY .
As�� pues,en nuestro ejemplo

� 1 = � 1 � i; v1 =
�

5
3 + i

�
=)

Y1(x) = e� x

��
5
3

�
cosx +

�
0
1

�
senx

�
; Y2(x) = e� x

�
�

�
5
3

�
senx +

�
0
1

�
cosx

�
;

por tanto

Y(x) = c1e� x

��
5
3

�
cosx +

�
0
1

�
senx

�
+ c2e� x

�
�

�
5
3

�
senx +

�
0
1

�
cosx

�
:

3.3. La exp onencial matricial exp(xA)

SeaA una matriz n � n y x 2 R. De�niremos la funci�on exp(xA) mediante la serieformal

exp(xA) =
1X

k=0

xkAk

k!
= I n + xA +

x2A2

2
+ � � � +

xnAn

n!
+ � � � ; (3.9)

dondela convergenciala entenderemoselemento a elemento. La serieanterior convergepara
todo x 2 R quienquieraseala matriz A (de hecho convergeen todo C).

Prop osici�on 3.12 La funci�on exp(xA) satisface las siguientespropiedades:

1. Para toda matriz A, exp(0A) = I n y para todo x 2 R exp(xOn) = I n , dondeOn es la
matriz nula.

2. Para toda matriz A, d
dx exp(xA) = A exp(xA) = exp(xA)A.

3. Para todosx; t 2 R y toda matriz A, exp[(x + t)A] = exp(xA) exp(tA ).

4. Para toda matriz A, la inversa [exp(xA)] � 1 = exp(� xA).

5. Para todas las matricesA; B con AB = BA, exp[x(A + B)] = exp(xA) exp(xB ).
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6. Para todo x 2 R, exp(xI n) = ex I n .

Dado cualquier vector constantev 2 Rn secumple

d
dx

[exp(xA)v] = A[exp(xA)v];

por tanto exp(xA)v essoluci�on de la ecuaci�on homog�eneaY 0 = AY y Y(0) = v. Si escogemos
v sucesivamente como ei , i = 1; 2; : : : ; n obtenemosn solucionesv1, . . . , vn del PVI, Y 0 =
AY , Y(0) = ei que adem�as son linealmente independientes por el teorema3.3 y por tanto
constituyen una basedel espaciode solucionesdel sistemahomog�eneocorrespondiente.

De�nici� on 3.13 Una matriz V 2 Rn� n esuna matriz fundamentaldel sistemaY 0 = AY si
susn columnasson un conjunto linealmente independientede solucionesde Y 0 = AY .

De esta de�nici�on y de lo anterior deducimosentoncesque exp(xA) esuna matriz fun-
damental del sistemaY 0 = AY . En efecto,comohemosvisto, las columnasde exp(xA) son
soluci�on de los PVI, Y 0 = AY con Yi (0) = ei , siendo(ei ) i la basecan�onica de Rn .

Corolario 3.14 (de existenciay unicidad de la soluci�on del SEDO homog�eneo)
El sistema homog�eneo Y 0 = AY , con A 2 Rn� n siempre tiene n solucioneslinealmente
independientes,y por tanto el PVI, Y 0 = AY , Y(x0) = Y0 siempre tiene una �unica soluci�on
cualquiera sea Y0 2 Rn y es de la forma Y(x) = exp[(x � x0)A]Y0.

As�� pues,para encontrar la soluci�on generaldel sistemaY 0 = AY basta saber calcular la
exponencialdexA. Comencemospor el casom�assencillocuandola matriz esdiagonalizable.
En este caso existe una matriz P tal que A = PDP � 1, siendo D una matriz diagonal.
Entoncescomopara todo k 2 N, Ak = PD kP � 1 tenemos

exp(xA) =
1X

k=0

Ak xk

k!
=

1X

k=0

PD kP � 1 xk

k!
= P

 
1X

k=0

D k xk

k!

!

P � 1 = P[exp(xD )]P � 1;

pero, como

D =

0

B
B
B
@

� 1 0 � � � 0
0 � 2 : : : 0
...

...
. . .

...

0 0
... � n

1

C
C
C
A

=) exp(xD ) =

0

B
B
B
@

e� 1x 0 � � � 0
0 e� 2x : : : 0
...

...
. . .

...

0 0
... ex� n

1

C
C
C
A

;

de dondesededucennuevamente las solucionesdel sistema.N�otesequeel casode n autova-
loresdistintos sepuederesolver por estem�etodo.

Como ejemplocalculemosla matriz exponencialde la matriz

A =
�

1 � 6
� 1 2

�
:

Ante todo tenemosque el polinomio caracter��stico de A es
�
�
�
�
1 � � � 6
� 1 2 � �

�
�
�
� = 4 � 3� + � 2 = 0; =) � 1 = � 1; � 2 = 4:
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Calculamoslos autovectores.Para � 1 = � 1 tenemos
�

2 � 6
� 1 3

� �
x1

x2

�
=

�
0
0

�
; =) x1 = 3x2; =) v1 =

�
3
1

�
:

An�alogamente, para � 2 = 4 obtenemosv2 = (� 2; 1)T , luego

exp(xD ) =
�

e� x 0
0 e4 x

�
; P =

�
3 � 2
1 1

�
; P � 1 =

�
1
5

2
5

� 1
5

3
5

�
;

Luego

exp(xA) = P exp(xD )P � 1 =
� 3

5 ex + 2 e4 x

5
6

5 ex � 6 e4 x

5
1

5ex � e4 x

5
2

5 ex + 3e4 x

5

�
:

3.4. El caso de auto valores m �ultiples

Vamos a explotar las propiedadesde la matriz exponencial.Usando la propiedad 5 de
exp(xA) tenemos

exp(xA)v = exp[(A � �I n)x] exp(�I x)v;

pero
exp(�I x)v = e�x v =) exp(xA)v = e�x exp[(A � �I n)x]v:

Es decir,

exp(xA)v = e�x

�
v + x(A � �I n)v +

x2

2
(A � �I n)2v + : : : +

xk

k!
(A � �I n )kv + : : :

�
:

En el casode un autovalor simple tenemosobviamente (A � �I n)v = 0 si v esel correspon-
diente autovector, luego exp(xA)v = e�x v que es lo mismo que ten��amosantes. Si tenemos
entoncesn autovectoresv1, . . . vn linealmente independiente entoncesencontramos n solu-
cioneslinealmente independientes Yi = e� k xvk , k = 1; : : : ; n.

>Qu�e hacercuandohay una ra��z m�ultiple, o m�as exactamente si la matriz A no esdia-
gonalizable?

Supongamos,por ejemplo, que el autovalor � es doble y que tiene asociado un �unico
autovector (el autoespacioasociado es de dimensi�on 1). Una soluci�on es por tanto e�x v1,
dondev1 esel autovector asociado a � . El otro vector v2 que necesitaremoslo buscaremos
de forma que (A � �I n)v2 6= 0 pero (A � �I n)2v2 = 0. Entoncesotra soluci�on, independiente
de la anterior es

exp(xA)v2 = e�x
�

v2 + x(A � �I n )v2 +
x2

2
(A � �I n)2v2| {z }

=0

+ : : : +
xk

k!
(A � �I n )kv
| {z }

=0

+ : : :
�

= e�x v + e�x x(A � �I n)v2:

En el casoque la multiplicidad de � seade orden mayor seguimosel siguiente procedi-
miento para resolver el sistemahomog�eneo
1.) Calculamostodoslos autovalores� i y los correspondientesautovectoresvi , i = 1; 2; : : : ; k
y formamos k solucioneslinealmente independientes de nuestro sistema Yi (x) = e� i xvi ,
i = 1; : : : ; k. Si k = n entonceslas Yi (x) generana todo el espaciosoluci�on.

2.) Si k < n entonceshay autovaloresm�ultiples. Sea� uno de tales autovaloresy seama

la multiplicidad algebraicade dicho autovalor y mg la multiplicidad geom�etrica (o sea la
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dimensi�on de autoespacioasociado a � ). Si ma = mg entonces los vectoresYi (x) = e� i xvi

i = 1; : : : ; aa generantodo el subespaciocorrespondiente a � . Supongamosquema > mg, en-
toncesparacompletarel espaciosoluci�on asociadoal autovalor � (nosfalta encontrar ma� mg

solucioneslinealmente independientes) buscamoslos vectoresv1, . . . , vl (l � ma � mg) tales
que(A � �I n )v 6= 0 peroque(A � �I n )2v = 0, luegolos losvectoresv talesque(A � �I n )v 6= 0
y (A � �I n)2v 6= 0, y (A � �I n)3v = 0, y as�� sucesivamente hasta completar el subespacio.Y
as�� con cadauno de los autovaloresm�ultiples.

Veamosun ejemplo:

Y 0 =

0

@
1 1 0
0 1 0
0 0 2

1

A Y:

Obviamente los autovalores son � 1 = 2 y � 1 = 1 siendo �este �ultimo de multiplicidad 2.
Adem�as, los autovectorescorrespondientes son v1 = (0; 0; 1)T y v2 = (1; 0; 0)T , respectiva-
mente. Luegotenemosdos solucionesindependientes

Y1(x) = e2x

0

@
0
0
1

1

A ; Y2(x) = ex

0

@
1
0
0

1

A ;

y necesitamosuna tercera soluci�on. Aplicando el m�etodo antes descrito buscamosun tercer
vector v3 que no seaautovector de A asociado a � 2 = 1 y tal que (A � I 3)2v = 0, esdecir

(A � I )2v = 0; ( )

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 1

1

A

0

@
x1

x2

x3

1

A = 0; =) x1 = 0; x2; x3 2 R;

o sea

v3 = �

0

@
1
0
0

1

A + �

0

@
0
1
0

1

A ;

pero como(A � I )v3 = (� ; 0; 0)T 6= 0, deducimosque � 6= 0, luego tomando4 � = 1, � = 0
obtenemosla tercera soluci�on que buscabamos

Y3(x) = ex exp(A � I 3)

0

@
0
1
0

1

A = ex [I 3 + x(A � I 3)]

0

@
0
1
0

1

A = ex

0

@
x
1
0

1

A :

As�� pues

Y(x) = c1e2x

0

@
0
0
1

1

A + c2ex

0

@
1
0
0

1

A + c3ex

0

@
x
1
0

1

A :

El m�etodo anterior nos indica un procedimiento generalpara resolver el SEDO (3.6) en
generalconocido comom�etodo de Euler que consisteen lo siguiente:

1. Calculamoslos autovalores� k de la matriz A 2 Rn� n del sistemaY 0 = AY y seamk

la multiplicidad algebraicadel autovalor.
2. Para cada autovalor, buscamosla soluci�on del correspondiente subespacio(o sea,la

soluci�on \generada" por el autovalor) en la forma

Yk(x) = e� k x
mk � 1X

j =0

A j x j ; A j 2 Rn ; (3.10)

4Cualquier elecci�on de � y � esposible siempreque � 6= 0.
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dondepuedeocurrir que alguno de los vectoresA j , j = 0; 1; : : : ; mk � 1 seannulos.

Veamoscomofunciona estem�etodo en el ejemploanterior.

Y 0 =

0

@
1 1 0
0 1 0
0 0 2

1

A Y:

Tenemosque� 1 = 2 y � 1 = 1 siendo�este�ultimo demultiplicidad 2. Para el primero tenemos
al igual queantesY1(x) = e2x(0; 0; 1)T y para el segundobuscamoslassolucionesen la forma

Y2(x) = ex

2

4

0

@
a1

a2

a3

1

A +

0

@
a4

a5

a6

1

A x

3

5 :

Sustituyendoen el sistematenemos

Y 0
2(x) = ex

2

4

0

@
a1

a2

a3

1

A +

0

@
a4

a5

a6

1

A x +

0

@
a4

a5

a6

1

A

3

5 =

0

@
a1 + a2 + (a4 + a5)x

a2 + a5x
2a3 + 2a6x

1

A :

Igualando componentes tenemosel sistema
8
<

:

a4 = a2 + a5

a5 = 0
a6 = a3 + a6x

=) a3 = a5 = a6 = 0; a4 = a2;

con a1 y a2 cualesquiera,esdecir,

Y2(x) =

2

4

0

@
a1

a2

0

1

A +

0

@
a2

0
0

1

A x

3

5 ex = ex

2

4a1

0

@
1
0
0

1

A + a2

0

@
x
1
0

1

A x

3

5 ;

que coincidecon la soluci�on encontrada por el m�etodo anterior.

3.4.1. La matriz fundamen tal de soluciones y la matriz exp(xA)

SeaV(x) una matriz fundamental, entoncessi de�nimos el vector c = (c1; : : : ; cn )T , la
soluci�on generalde Y 0 = AY sepuedeescribir de la forma Y(x) = V(x)c. Seaahora el PVI,
Y 0 = AY con Y(x0) = Y0, entoncestenemosY(x0) = Y0 = V(x0)c, luego c = V � 1(x0)Y0,
por tanto la soluci�on es

Y(x) = V(x)V � 1(x0)Y0: (3.11)

Lo anterior nos permite encontrar una expresi�on para la matriz exponencial conocida
una matriz fundamental. En efecto,usandoque la matriz exp(xA) esla soluci�on del sistema
matricial V 0 = AV con las condicionesiniciales V(0) = I n deducimos,

exp(xA) = V(x)V � 1(0)I = V(x)V � 1(0): (3.12)

Ejemplo 3.15 Calcular exp(xA) para la matriz A =
�

1 12
3 1

�
del ejemplo3.10.



3 SISTEMAS DE EDOS 34

Los autovaloresy autovectoresson � 1 = � 5, v1 = (� 2; 1)T y � 2 = 7 y v2 = (2; 1)T y por
tanto una matriz fundamental es

V(x) =
�

� 2e� 5x 2e7x

e� 5x e7x

�
;

luego

exp(xA) = V(x)V � 1(0) =
�

� 2e� 5x 2e7x

e� 5x e7x

� �
� 2 2
1 1

� � 1

=
�

� 2e� 5x 2e7x

e� 5x e7x

� �
� 1

4
1
2

1
4

1
2

�

=
�

1
2e� 5x + 1

2e7x � e� 5x + e7x

� 1
4e� 5x + 1

4e7x 1
2e� 5x + 1

2e7x

�
:

3.5. El SEDO lineales no homog �eneo

Pasemosa estudiar el sistemano homog�eneo

Y 0(x) = AY (x) + F (x): (3.13)

Para resolverlo usaremosla linealidad.

Prop osici�on 3.16 La soluci�on general del SEDO (3.13) es de la forma Y(x) = Yh(x) +
Yp(x), donde Yh es la soluci�on general del SEDO homog�eneo Y 0 = AY y Yp es cualquier
soluci�on particular de (3.13), esdecir Y 0

p(x) = AYp(x) + F (x). En particular, si V (x) esuna
matriz fundamentalY(x) = V(x)C + Yp(x), dondeC 2 Rn .

Teorema 3.17 La soluci�on delproblemadevaloresiniciales Y 0(x) = AY (x)+ F (x), Y(x0) =
Y0, cualquiera sea Y0 2 Rn existey es �unica y se expresamediante la f�ormula

Y(x) = exp[(x � x0)A]Y0 +
Z x

x0

exp[(x � t)A]F (t)dt: (3.14)

Ejemplo 3.18 Resolverel siguientesistemalineal de EDOs

Y 0 =
�

1 12
3 1

�
Y +

�
0
ex

�
; Y(0) =

�
0
1

�
:

En este casola matriz exponencial es la matriz del ejemplo 3.15, luego aplicamos(3.14).
Comenzamospor
Z x

0
exp[(x � t)A]F (t)dt =

Z x

0

�
1
2e5(x� t ) + 1

2e7(x� t ) � e� 5(x� t ) + e7(x� t )

� 1
4e5(x� t ) + 1

4e7(x� t ) 1
2e5(x� t ) + 1

2e7(x� t )

� �
0
et

�
dt =

=
Z x

0

 
� e6t� 5x + e� 6t+7 x

1
2e6t� 5x + 1

2e� 6t+7 x

!

dt =

 
� 1

3ex + 1
6e� 5x(1 + e12x)

1
12e� 5x (e12x � 1)

!

:

exp[(x � x0)A]Y0 =
�

1
2e� 5x + 1

2e7x � e� 5x + e7x

� 1
4e� 5x + 1

4e7x 1
2e� 5x + 1

2e7x

� �
0
1

�
=

 
� e� 5x + e7x

1
2e� 5x + 1

2e7x

!

;

luegola soluci�on del PVI es

Y(x) =

 
� 5

6e� 5x � 1
3ex + 7

6e7x

5
12e� 5x + 7

12e7x :

!

:
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3.6. Problemas

Problema 3.19 Encuentra la soluci�on general del sistema hom�ogeneo Y 0(x) = AY (x) y,
en su caso, del problemade valores iniciales en los siguientescasos:

1. a) A =
�

4 � 1
� 4 4

�
, b) A =

�
2 � 5
2 � 4

�
,

2. a) A =
�

4 1
� 8 8

�
, Y(0) =

�
� 2
3

�
, b) A =

�
1 12
3 1

�
, Y(0) =

�
2
1

�

3. a) A =

0

@
1 � 1 4
3 2 � 1
2 1 � 1

1

A , b) A =

0

@
1 0 0
0 1 � 1
0 1 1

1

A , Y(0) =

0

@
1
1
1

1

A ,

4. a) A =

0

@
1 2 1
0 1 2
0 1 2

1

A , Y(0) =

0

@
1
2

� 1

1

A , b) A =

0

@
1 1 0
0 1 0
0 0 2

1

A .

Problema 3.20 Prueba las siguientespropiedadesde la matriz exA con A 2 Rn� n :

1. e0A = I n , I n es la matriz identidad n � n.

2. d
dx exA = AexA .

3. e(x+ t)A = exA etA , 8x; t 2 R.

4. Para todo x 2 R, exA es invertible y su inversa (exA ) � 1 = e� xA .

5. Si A y B conmutan, o sea AB = BA, entonces ex(A+ B ) = exA exB = exB exA .

6. exI = ex I .

Problema 3.21 Sean las matrices A =
�

0 1
1 0

�
B =

�
0 1

� 1 0

�
.

1. Prueba queA2n+1 = A, A2n = I 2, B 2n+1 = (� 1)nB, y B 2n = (� 1)n I 2.

2. Usandolo anterior calcula las matricesexA y exB .

3. Como aplicaci�on calcula exC con C =
�

a b
� b a

�
.

Problema 3.22 Usandolas propiedadesde la matriz exA con A 2 Rn� n encuentra la solu-
ci�on de los SEDO del ejercicio (3.19).

Problema 3.23 Resuelvelos sistemashom�ogeneos

1. a)
�

y0
1 = y1 + 2y2

y0
2 = 4y1 + 3y2

, b)
�

y0
1 = y1 � 5y2

y0
2 = 2y1 � y2

, c)
�

y0
1 = y1 � y2

y0
2 = y1 + 3y2

2. Y 0 = AY , con a) A =

0

@
1 1 0
0 1 0
0 0 2

1

A , b) A =

0

@
2 1 3
0 2 � 1
0 0 2

1

A ,

Problema 3.24 Encuentra una matriz fundamentaldesolucionesdelos sistemasY 0 = AY ,
cuya matriz de coe�cientes es
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1. a) A =
�

1 � 5
0 1

�
, b) A =

�
1 12
3 1

�
, c) A =

�
2 � 5
2 � 4

�
,

2. a) A =

0

@
1 � 1 4
3 2 � 1
2 1 � 1

1

A , b) A =

0

@
1 1 1
0 3 2
0 0 5

1

A , c) A =

0

@
1 0 0
2 1 � 2
3 2 1

1

A .

Problema 3.25 Encuentra la soluci�on general del sistemadeEDOs no homog�eneo Y 0(x) =
AY + B(x) y, en su caso, la correspondientesoluci�on del problemadevaloresiniciales cuando

1. A =
�

1 12
3 1

�
, B(x) =

�
x
ex

�
, Y(0) =

�
2
1

�

2. A =
�

2 � 5
2 � 4

�
, B(x) =

�
1

senx

�
, Y(0) =

�
0
0

�

3. A =

0

@
1 � 1 4
3 2 � 1
2 1 � 1

1

A , B(x) =

0

@
0
0
ex

1

A , Y(0) =

0

@
2
1
1

1

A

4. A =

0

@
1 0 0
2 1 � 2
3 2 1

1

A , B(x) =

0

@
0
0

ex cos(2x)

1

A , Y(0) =

0

@
0
1
1

1

A

Problema 3.26 Resuelvelos sistemaslineales

1.

(
y0

1 = 2y1 + y2 � 7xe� x � 3

y0
2 = � y1 + 2y2 � 1

, sabiendoquesu soluci�on es acotada si x ! + 1 .

2.
�

x0 = v
v0 = � ! 2x � 2� v + f (t)

, con x(0) = x0, v(0) = 0, � < ! . Este sistemamodelizael

movimiento de un p�endulocon rozamientoy una fuerza externa f .

3. Seconsidera el siguientecircuito el�ectrico

i

L L
R R

RC
V

Uc

1 21 2

i1 2

-

+

Las intensidadesi 1, i 2 y las tensionesUc y V satisfacen el siguientesistemadiferencial
0

@
i 0
1

i 0
2

U0
c

1

A =

0

@
� 10 0 � 20

0 � 10 20
50 � 50 � 50

1

A

0

@
i 1

i 2

Uc

1

A + 20

0

@
V
0
0

1

A :

Sepide determinar i 1, i 2, Uc en los siguientescasos:

(a) V(t) = 0, i 1(0) = i 2(0) = 0, Uc(0) = 10.
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(b) V(t) = 10, i 1(0) = i 2(0) = 0 = Uc(0) = 0.

Problema 3.27 Demuestra quesi la matriz A(x) es tal que

A(x) �
Z x

0
A(t)dt =

Z x

0
A(t)dt � A(x);

entonces, la soluci�on del SEDO Y 0 = A(x)Y, Y(0) = Y0 se puede expresar mediante la
expresi�on Y(x) = exp(

Rx
0 A(t)dt)Y0. Como aplicaci�on calcula la soluci�on general del sistema

(
y0

1 = cosx y1 + senx y2

y0
2 = senx y1 + cosx y2

Problema 3.28 Demuestra el siguienteprincipio de superposici�on: La soluci�on del sistema
de EDOs lineales Y 0 = A(x)Y +

P m
k=0 f k(x), k = 1; 2; : : : ; m, Y; f k 2 Rn , A 2 Rn� n es la

suma
P m

k=0 Yk de las solucionesYk de las ecuacionesY 0
k = A(x)Yk + f k(x), k = 1; 2; : : : ; m.
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4. La ecuaci�on lineal de orden n

Vamosa continuaci�on a aplicar los resultadosobtenidosa un grupo de EDOs muy im-
portante: las EDOs linealescon coe�cientes constantes de ordenmayor que1 de�nida por la
ecuaci�on:

y(n) (x) + an� 1(x)y(n� 1)(x) + � � � + a1(x)y0(x) + a0(x)y(x) = f (x): (4.1)

Cuando f (x) � 0, diremos que la EDO (4.1) es hom�ogenea,en casocontrario es no ho-
mog�enea.

Si adem�as imponemosque la soluci�on y seatal que

y(x0) = y0; y0(x0) = y0
0; : : : y(n� 1)(x0) = y(n� 1)

0 ;

entoncesdiremosque y esla soluci�on del correspondiente problemade valoresiniciales.

Por comodidad introduciremosel operadorL [y] de�nido sobreel espaciode las funciones
n vecesderivablescon n-�esimaderivada continua de�nido por

L [y] = y(n) (x) + an� 1(x)y(n� 1)(x) + � � � + a1(x)y0(x) + a0(x)y(x): (4.2)

Usandoestanotaci�on podemosescribir (4.1) comoL [y] = f (x) y el correspondiente problema
homog�eneoser�a L [y] = 0.

Prop osici�on 4.1 La EDO

y(n) (x) + an� 1(x)y(n� 1)(x) + � � � + a1(x)y0(x) + a0(x)y(x) = 0; (4.3)

es lineal, es decir, que si tenemosdos solucionesy1 e y2 de la ecuaci�on, para cualesquiera
quesean � , y � 2 R, �y 1 + � y2 tambi�en es soluci�on.

Para estudiar las propiedadesde las EDOs lineales de orden n vamos a introducir unas
nuevas funcionesz1(x), . . . zn (x) de forma que

z1(x) = y(x)
z2(x) = y0(x)
z3(x) = y00(x)

...
zn� 1(x) = y(n� 2)(x)

zn(x) = y(n� 1)(x)

9
>>>>>>>=

>>>>>>>;

)

dzn

dx
= � an� 1zn � an� 2zn� 1 � � � � � a0z1 + f ;

dzn� 1

dx
= zn ;
...

dz1

dx
= z2:

Es decir, una EDO del tip o (4.1) esequivalente al siguiente sistemalineal de ecuaciones

d
dx

0

B
B
B
B
B
@

z1

z2
...

zn� 1

zn

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 1 0 � � � 0 0
0 0 1 � � � 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 � � � 0 1
0 0 0 � � � 0 1

� a0 � a1 � a2 � � � � an� 2 � an� 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
@

z1

z2
...

zn� 1

zn

1

C
C
C
C
C
A

+

0

B
B
B
B
B
@

0
0
...
0

f (x)

1

C
C
C
C
C
A

; (4.4)

o en forma matricial Z 0(x) = AZ (x) + F (x). N�otesequecuandof (x) � 0, el sistemaanterior
setransforma en un sistemahomog�eneo.Lo anterior tiene una implicaci�on evidente: toda la
teor��a de las ecuacioneslineales(4.1) sepuedeconstruir a partir de la teor��a de los sistemas
linealesque estudiamosantes.
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Teorema 4.2 Sean a0(x); : : : ; an� 1(x) funcionescontinuas en R. Entonces el P.V.I. aso-
ciado a (4.1) siempre tiene soluci�on y es �unica cualquiera sean las las condicionesiniciales
y(x0) = y0, y0(x0) = y0(0), . . . , y(n� 1)(x0) = y(n� 1)

0 queescojamos.

Teorema 4.3 El conjunto de solucionesde la EDO homog�enea (4.3) esun espacio vectorial
de dimensi�on n.

Teorema 4.4 Dadasn solucionesy1; : : : ; yn de la EDO (4.3), �estasson linealmente inde-
pendientessi y s�olo si el wronskianoW[y1; : : : ; yn ](x), de�nido por

W[y1; : : : ; yn ](x) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�

y1(x) y2(x) � � � yn (x)
y0

1(x) y0
2(x) � � � y0

n (x)
...

...
. . .

...
y(n� 1)

1 (x) y(n� 1)
2 (x) � � � y(n� 1)

n (x)

�
�
�
�
�
�
�
�
�

6= 0 8x; (4.5)

es distinto de cero para alg�un x 2 R, en cuyo caso el Wronskianoes distinto de cero para
todo x 2 R.

Finalmente, notemosque conocida la soluci�on generalyh(x) de la EDO homog�eneapo-
demosdar la soluci�on generalde la EDO (4.1) en la forma y(x) = yh(x) + yp(x), siendoyp

una soluci�on particular de (4.1).

4.1. Soluci�on de la ecuaci�on lineal homog �enea

Para resolver la EDO (4.3) con coe�cientes constantes seguiremosla misma idea que
para los sistemas,esdecir buscaremosla soluci�on en la forma y(x) = e�x . Sustituyendoesta
funci�on en la EDO (4.3) obtenemosque � debe satisfacerla ecuaci�on

� n + an� 1� n� 1 + � � � a1� + a0 = 0: (4.6)

La ecuaci�on anterior se denominaecuaci�on caracter��stica de la EDO (4.3). Es f�acil probar
que el polinomio caracter��stico de la matriz A asociada a la EDO (4.3) coincidecon (4.6).
Lo anterior nos indica una estrategiapara resolver el problema:

1. Si tenemosvalores reales� 1 6= � 2 6= � � � 6= � n entonces las funcionesyk(x) = e� k x ,
k = 1; : : : ; n generanel espaciosoluci�on de la la EDO (4.3).

En el casoque tengamosra��ces complejashay que procedercomo en el casode los
sistemas:tomar partes realesy complejasde cadauna de ellas.Es decir, si � = � + i� ,
entonceslasdossolucionesindependientesson< [e( � + i� )x ] = e�x cos(� x) y = [e( � + i� )x ] =
e�x sen(� x).

2. Si alg�un � k esm�ultiple demultiplicidad m � n, entoncesla soluci�on habr�a quebuscara
en la forma

y(x) = e� k xpm� 1(x); (4.7)

dondepm� 1 esun polinomio de gradom � 1 en x, esdecir la soluci�on asociada a dicha
ra��z tendr�a la forma

y(x) = c1e� k x + c2xe� k x + � � � + cmxm� 1e� k x ; c1; c2; : : : ; cm 2 R:

Obviamente si � k escomplejo, tenemosque tomar partes realesy complejasque nos
generantodo el espaciosoluci�on.
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Por simplicidad mostraremosc�omo resolver la ecuaci�on homog�eneade segundoorden.
El caso general es completamente an�alogo. La ecuaci�on diferencial lineal homog�eneacon
coe�cientes constantes tiene la forma:

y00(x) + py0(x) + qy(x) = 0; p;q 2 R: (4.8)

La ecuaci�on caracter��stica (4.6) de la ecuaci�on (4.8) tiene la forma

� 2 + p� + q = 0: (4.9)

Las solucionesde la ecuaci�on caracter��stica (4.9) ser�an

� 1 =
� p +

p
p2 � 4q

2
; � 2 =

� p �
p

p2 � 4q
2

:

Caso de dos ra��ces reales y distin tas. Seap2 > 4q, entoncesla ecuaci�on caracter��stica
(4.9) tiene dossolucionesrealesy distintas:

� 1 =
� p +

p
p2 � 4q

2
;

� p �
p

p2 � 4q
2

;

y la ecuaci�on homog�enea(4.8) tendr�a dossolucioneslinealmente independientes

y1(x) = e� 1x ; y2(x) = e� 2x :

Luego, la soluci�on generalde (4.9) seexpresar�a de la forma

y(x) = Ae� 1x + Be� 2x ; A; B 2 R:

Caso de dos ra��ces reales iguales. Seap2 = 4q, entoncesla ecuaci�on caracter��stica (4.9)
tiene una �unica soluci�on real � = � p=2. Esto signi�ca que aparentemente s�olo tenemosuna
funci�on que generaal espaciosoluci�on de la EDO homog�enea,sin embargo dicho espacioes
de dimensi�on 2 comonos asegurael teorema4.3 y la ecuaci�on homog�enea(4.8) tendr�a dos
solucioneslinealmente independientes de la forma y1(x) = e�x y y2(x) = xe�x . En efecto,
usando(4.7) tenemosque la soluci�on generadapor � es,en estecaso,

y(x) = e�x p1(x) = e�x (c1 + c2x) = c1e�x + c2xe�x ;

comosepretend��a probar.
Caso de ra��ces complejas. Seap2 < 4q, entoncesla ecuaci�on caracter��stica (4.9) tiene dos
solucionescomplejas:

� 1 =
� p + i

p
4q � p2

2
;

� p � i
p

4q � p2

2
; i =

p
� 1;

y la ecuaci�on homog�enea(4.8) tendr�a dossolucioneslinealmente independientes

y1(x) = e� 1x ; y2(x) = e� 2x :

Luego, la soluci�on generalde (4.9) seexpresar�a de la forma

y(x) = Ae� 1x + Be� 2x ; A; B 2 R: (4.10)

Llamemos� a la parte real de � 1 (o � 2) y ! a la parte imaginaria de � 1 (o � 2). Entonces,

� 1 = � + i! ; � 2 = � � i! ; �; ! 2 R:

Si ahorautilizamos la f�ormula deEuler ei� = cos� + i sen� , � 2 R, obtenemosquela soluci�on
generalde (4.10) sepuedeescribir de la forma

y(x) = e�x (A cos! x + B sen! x) ; A; B 2 R;

o, equivalentemente,
y(x) = A e�x cos(! x + � ) ; A; � 2 R:
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4.2. La EDO lineal de segundo orden no homog �enea con coe�cien-
tes constan tes

Vamosa estudiar la EDO

y00(x) + py0(x) + qy(x) = f (x); f (x) continua; p;q 2 R: (4.11)

En generalno estrivial resolverla aunqueen muchoscasoses\f�acil" adivinar la soluci�on.

4.2.1. Caso f (x) = pn (x)

En generalsi tenemosla EDO

y00+ py0+ qy = pn (x); q 6= 0; (4.12)

siendopn un polinomio de grado n, la soluci�on particular siempreesde la forma

yp(x) = a0 + a1x + � � � + anxn ; an 6= 0:

En efecto,si sustituimos la soluci�on anterior en la EDO (4.12) obtenemos

qanxn + (qan� 1 + pnan )xn� 1 + � � � + (qak + p(k + 1)ak+1 + (k + 1)(k + 2)ak+2 )xk + � � �

+( qa0 + pa1 + 2a2) = pn (x);

de donde igualando coe�cientes obtenemosun sistema compatible de ecuacionesya que
hemossupuestoque el grado de pn esexactamente n.

Este m�etodo obviamente funcionasi q 6= 0 (>por qu�e?),pero >qu�e ocurre si q = 0?,o sea,
si tenemosla EDO

y00+ py0 = pn (x); a 6= 0; (4.13)

siendopn un polinomio de grado n. Entoncesel m�etodo anterior no funciona puessi susti-
tuimos yp(x) = a0 + a1x + � � � + anxn , obtenemosque L [yp] esun polinomio de grado n � 1
mientras que el derecho esde grado n. Para resolver el problemabuscamosla soluci�on de la
forma

yp(x) = a0 + a1x + � � � + anxn + an+1 xn+1 :

Ahora bien, como la EDO homog�eneaes y00+ py0 = 0, entonces cualquier constante es
soluci�on, por tanto a0 en la expresi�on anterior puedeser cualquiera,as�� que sin p�erdida de
generalidadla tomaremosigual a cero, luegola soluci�on particular la podemosbuscaren la
forma yp(x) = xr n(x) y los coe�cientes de r n los encontramos sustituyendo dicha soluci�on
en (4.13) e igualandocoe�cientes.

4.2.2. Caso f (x) = pn (x)ecx

Veamosahora las EDOs del tip o

y00+ py0+ qy = ecxpn (x); (4.14)

siendopn un polinomio de grado n. Para resolverlo hacemosel cambio y(x) = ecxv(x), que
nosconducea

L [y] = ecxf v00+ (2c+ p)v0+ (q + pc+ c2)vg;

luego
v00+ (2c+ p)v0+ (q + pc+ c2)v = pn (x);

por lo que nuestra EDO (4.14) sereduceal casoanterior (4.12).
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4.2.3. Caso f (x) = pn (x)ecx sen(! x) y pn (x)ecx sen(! x)

Veamosahora comoresolver los casos

y00+ py0+ qy = pn (x)ecx sen(! x); y00+ py0+ qy = pn (x)ecx cos(! x); (4.15)

siendopn un polinomio de grado n.
Para resolver estecasonotemosque si y(x) = u(x) + iv (x), u; v, funcionesrealesesuna

soluci�on de

L [y] = y00+ py0+ qy = f (x) = f 1(x) + if 2(x); f 1; f 2 funcionesreales;

entoncesL [u] = f 1 y L [v] = f 2], lo cual esconsecuenciade la linealidad L .
Seaentoncesyp(x) = u(x) + iv (x) una soluci�on particular de

L [y] = y00+ py0+ qy = pn (x)ei! x = pn (x) cos(! x) + ipn(x) sen(! x):

Entonces < [yp] = u(x) es soluci�on de y00+ py0 + qy = pn (x) cos(! x) y = [yp] = v(x) de
y00+ py0+ qy = pn(x) sen(! x).

4.2.4. El m�eto do de los coe�cien tes indeterminados

Seala EDO lineal no homog�ena(4.11) y00(x) + py0(x) + qy(x) = f (x) y seany1(x) e y2(x)
dos solucioneslinealmente independientes. Entoncesvamosa buscar la soluci�on de la EDO
en la forma

yp(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x);

con c1 y c2 tales que
c0

1y1 + c0
2y2 = 0; (4.16)

c0
1y0

1 + c0
2y0

2 = f (x): (4.17)

De esaforma tenemosque resolver dos EDOs de primer orden. Para ello multiplicamos la
primera por y0

1, la segundapor y1 y las restamoslo quenosda c0
2[y1y0

2 � y0
1y2] = f y1, o bien,

la primera por y0
2 y la segundapor y2, para obtener c0

1[y1y0
2 � y0

1y2] = � f y2. Ahora bien,
[y1y0

2 � y0
1y2] = W[y1; y2](x) 6= 0 cualquieraseax 2 R puesel Wronskianode dos soluciones

linealmente independientes de la EDO homog�eneanunca se anula (ver el teorema 4.4), de
dondeobtenemosque c1 y c2 satisfacenlas EDOs

c0
1(x) = �

f (x)y2(x)
W[y1; y2](x)

; c0
2(x) =

f (x)y1(x)
W[y1; y2](x)

: (4.18)

El m�etodo anterior sedenominam�etodo de Lagrangede reducci�on del orden de la EDO
de segundoorden o m�etodo de los coe�cientes indeterminados.Obviamente estem�etodo se
puedegeneralizarf�acilmente para el casode orden n.

Ejemplo 4.5 Resolvery00� y = e2x .

La soluci�on general del problema homog�eneo es yh(x) = c1ex + c2e� x , entonces busca-
mos la soluci�on particular en la forma5 yp(x) = c1(x)ex + c2(x)e� x. Como W[y1; y2](x) =
W[ex ; e� x ] = � 2, la f�ormula (4.18) nosda

c0
1 =

ex

2
; c0

2 = �
e3x

2
=) c1(x) =

ex

2
; c3(x) = �

e� x

6
; =) yp(x) =

e2x

3
:

Por tanto, la soluci�on generales

y(x) = c1ex + c2e� x +
e2x

3
:

5De aqu�� el nombre dem�etodo devariaci�on de las constantes, puessecambian las constantes queaparecen
en la soluci�on generaldel problema homog�eneopor funcionesindeterminadas.
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4.3. Aplicaciones

Ejemplo 4.6 Vibracionesmec�anicas

Como primer ejemplo consideraremosun carro de masam que semueve bajo la acci�on
de una fuerza F y que esta sujetado a la pared mediante un resorte de constante el�astica
k (ver �gura 8). Si suponemosadem�as que la fuerza de rozamiento es proporcional a su
velocidad entoncesla segundaley de Newton nosconducea la EDO mx 00+ ax0+ kx = F (x),
o equivalentemente,

x00+ 2�x 0+ ! 2x = f (t); � =
a

2m
> 0; ! 2 =

k
m

; f (t) =
F (t)
m

: (4.19)

con las condicionesiniciales para t = 0 de la posici�on x(0) = x0 y la velocidad x0(0) = v0.
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Figura 8: Carro del ejemplo4.6.

Vamos a estudiar los distintos ca-
sos

1. El primer casocorresponde cuando no te-
nemos fuerza externa ni rozamiento, o sea,
f = 0 y � = 0. Entonces la EDO (4.19) es
x00+ ! 2x = 0 y por tanto la soluci�on general
es

x(t) = c1 sen(! t) + c2 cos(! t);

que al usar las condicionesinicialessetransforma en

x(t) = x0 cos(! t) + v0=! sen(! t) =
q

x2
0 + v2

0=! 2 cos(! t � � ); � = arctan(! x0=v0):

la soluci�on en este casoes peri�odica con periodo T = 2� =! por lo que el movimiento se
denominamovimiento arm�onico simple (ver �gura 9 izquierda).

En la �ultima igualdad hemosusadola identidad

acos(! t) + bsen(! t) = A cos(! t � � ); A =
p

a2 + b2; � = arctan(b=a); (4.20)

cuya demostraci�on es inmediata, basta aplicar la f�ormula para el cosenode una suma e
identi�car los coe�cientes del senoy el coseno.

PSfrag replacements

x

t
t

x

Figura 9: El movimiento arm�onico simple y el movimiento amortiguado.

2. Supongamosahora que eliminamossolamente la fuerzaexterna, entoncesla soluci�on es

x(t) = c1e� �x +
p

� 2 � ! 2x + c2e� �x �
p

� 2 � ! 2x :

Tenemosque considerartres casos:
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2a. Si � > ! , entonces,llamando � =
p

� 2 � ! 2 < � tenemosla soluci�on

x(t) = c1e� ( � � � ) t + c2e� ( � + � )t ;

que decreceexponencialmente a cero.En estecasosedice que el movimiento essobreamor-
tiguado ya que en un breve espaciode tiempo el carro separa.

2b. Si � = ! , entoncesla soluci�on es

x(t) = (c1t + c2)e� �t ;

que tambi�en decreceexponencialmente a cero.

2c. Si � < ! , entonces,llamando � =
p

j� 2 � ! 2j < � tenemosla soluci�on

x(t) = e� �t [c1 cos(� t) + c2 sen(� t)] ;

que decreceoscilandoexponencialmente a cero (ver �gura 9 derecha). En estecasosedice
que el movimiento es amortiguado ya que aunque oscila, las oscilacionesterminan en un
breve espaciode tiempo y el carro separa.

3. Veamosel casogeneraly, por simplicidad, consideremosel casode una fuerza peri�odica
muy frecuente en la naturaleza.En estecasola ecuaci�on esde la forma

x00+ 2�x 0+ ! 2x = f 0 cos(
 t):

Obviamente la soluci�on generalesla sumadeuna soluci�on particular m�asla soluci�on general
de la EDO homog�eneaque acabamosde considerar.Para encontrar una soluci�on particular
usamosel m�etodo aprendidoantes, lo que nosda

yp(t) =
f 0ei 
 t

! 2 � 
 2 + i2� 

=) xp(t) = < [yp] =

(! 2 � 
 2) cos(
 t) + 2� 
 sen(
 t)
(! 2 � 
 2)2 + 4� 2
 2

f 0;

de dondededucimosla soluci�on

x(t) = xh(t) +
(! 2 � 
 2) cos(
 t) + 2� 
 sen(
 t)

(! 2 � 
 2)2 + 4� 2
 2
f 0: (4.21)

PSfrag replacements
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Figura 10: Amplitud de las vibraciones
forzadas:resonancia.

N�oteseque en todos los casosxh(t) tiende ex-
ponencialmente a ceropor lo quesi t essu�ciente
grandex(t) � xp(t). Si usamosla identidad (4.20)
obtenemospara t su�cientemente grandela solu-
ci�on

x(t) � xp(t) =
f 0p

(! 2 � 
 2)2 + 4� 2
 2
cos(
 t � � );

donde� = arctan
�

2� 

! 2 � 
 2

�
.

Como se ve en la f�ormula anterior, las osci-
lacionestienen una amplitud que depende de la
propia frecuenciade oscilaci�on. Obviamente para

 = ! la amplitud esm�axima, esdecir cuandola
frecuencia
 de la fuerza exterior esigual a ! |

como! s�olo dependede lascaracter��sticasdesistema,enestecasom y k, sesueledenominar
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frecuenciapropia|. En la �gura 10 representamos el valor de la amplitud (eje y en funci�on
de la frecuenciaexterior (eje x) para distintos valoresde � . La gr�a�ca m�asalta corresponde
al menor valor de � (menor \viscosidad") y la m�as peque~na al mayor. Si � = 0 esf�acil ver
quepara 
 = ! la amplitud esno acotada.Este fen�omenode \ampli�caci�on" de la amplitud
de las oscilacionesseconocecomoresonancia.

Veamosahora que ocurre si � = 0, o seasi no hay rozamiento. En estecasola EDO es

x00+ ! 2x = f 0 cos(
 t):

Si 
 6= ! entoncessimplemente tomamosel l��mite cuando� ! 0 en (4.21) que nosda,

x(t) = c1 cos(! t) + c2 sen(! t) +
f 0

! 2 � 
 2
cos(
 t):

PSfrag replacements

x

t

Figura 11:Resonanciaenun
sistemasin rozamiento.

Si 
 = ! entonces la soluci�on anterior no vale como se
puede comprobar f�acilmente (pues f 0=(! 2 � 
 2) cos(
 t) deja
de tener sentido). En estecasotenemosque repetir el proceso
anterior lo que nosda, para la soluci�on particular la expresi�on

xp(t) = <
�

f 0t
2i!

ei! t

�
=

f 0t
2!

sen(! t);

y por tanto,

x(t) = c1 cos(! t) + c2 sen(! t) +
f 0

2!
t sen(! t):

N�oteseque a diferencia del casocon rozamiento, en �este,si t ! 1 , la soluci�on esno aco-
tada puesf 0t=(2! ) ! 1 , es decir nuestro sistemapresenta un movimiento oscilatorio con
frecuencia�ja pero con amplitud que aumenta linealmente con el tiempo.

El fen�omenode la resonanciaes conocido desdehacemuchos a~nos y es el causante de
m�as de un desastreen sistemasmec�anicos. Por ejemplo, en 1831, un grupo de soldados
intent�o cruzar marchando en puente de Broughton (cerca de Manchester, Inglaterra). La
fuerza peri�odica que ejercieronal marchar entr�o en resonanciacon la frecuenciapropia del
puente y este se vino abajo. A partir de esemomento se prohibi�o a los soldadosmarchar
cuandofuesena cruzar un puente.

Figura 12: El desastredel puente de Tacoma.

Otro famosodesastrefue el puente de Tacomaen el estadonorteamericanode Washing-
ton. Estepuente seabri�o al p�ublico el 1 de julio de1940.Desdeesemismod��a, seobserv�o que
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el puente comenzabaa oscilar (ver �gura 12 izquierda) lo que lo convirti�o en una atracci�on
tur��stica local puescientos de conductoresiban s�olo para disfrutar de esteextra~no fen�omeno.
El puente parec��a aguantar bien, es m�as varios expertos asegurabanque todo estababajo
control, peroel 7 denoviembre de 1940las oscilacionesempezarona hacersemayoresy sobre
las 10:00am alcanzabanlos 7 metros. Obviamente el puente hab��a entrado en resonancia
con el aire debido a un fen�omenoaerodin�amico y termin�o por derrumbarsea las 11:10am
(ver �gura 12 derecha), afortunadamente sin ninguna v��ctima humana(s�olo muri�o el perrito
de un periodista que hasta �ultima hora estuvo sobreel puente y logr�o escaparde milagro
pero olvid�o su perro en el interior de su coche atrapado en el medio del puente).

Ejemplo 4.7 Vibracionesel�ectricas

Consideremosahora el circuito el�ectrico representado el la �gura 13 donde R es una
resistencia,L una inductancia y C un capacitorconectadosenseriaa una fuente decorriente
U(t).

L

R

U(t)

C

Figura 13: Circuito RLC del ejemplo4.7.

Denotemospor q(t) la carga que hay en
el capacitor en el momento de tiempo y por
i (t) = q0(t) la corriente, o sea, la carga por
unidad de tiempo. Entonces, la Ley de Kir-
chov nos da la siguiente ecuaci�on que deter-
mina la cargaq(t)

U(t) = Li 0(t) + Ri + C � 1q(t);

o, equivalentemente,

q00+ 2r q0+ ! 2q(t) = u(t);

donde r = R=(2L), ! 2 = 1=(LC ) y u(t) =
U(t)=L.

Obviamente la EDO anterior es totalmente an�aloga a la EDO (4.19). En particular la
soluci�on generalde �estaen el casocuandou(t) = u0 cos(
 t) es

q(t) = qh(t) +
(! 2 � 
 2) cos(
 t) + 2r 
 sen(
 t)

(! 2 � 
 2)2 + 4r 2
 2
u0; (4.22)

donde

qh(t) =

8
>>>><

>>>>:

c1e� ( � � � ) t + c2e� ( � + � )t ; r > !

(c1t + c2)e� �t ; r = !

e� �t [c1 cos(� t) + c2 sen(� t)] ; r < !

siendo� =
p

jr 2 � ! 2j.

En particular, si 
 = ! tenemosla soluci�on

q(t) = c1 cos(! t) + c2 sen(! t) +
u0

2!
t sen(! t);

queesno acotada.Lo anterior nosindica queel an�alisisde un circuito RLC esan�alogoal de
un oscilador,en particular tendremosel mismo fen�omenode resonanciacuando
 � ! . De
hecho, en estefen�omenosebasanlos equipos de radio actuales.

Ejemplo 4.8 Los osciladoresacoplados
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Figura 14: Dos osciladoresacoplados.

En el ejemplo anterior hemosestudiadoel mo-
vimiento de un osciladorarm�onico y hemosdescu-
bierto que �este se puede describir f�acilmente con
una EDO lineal de orden dos. Vamos a ver a
continuaci�on el caso de varios osciladoresacopla-
dos.

En la �gura 14vemosdososciladoresacoplados.
Obviamente si no existierael resortek3 que los une
cada uno oscilar��a seg�un la ley que hemosvisto antes. Veamosque ocurre al incluir este
resorte.Llamemosx1 y x2 a los desplazamientos de la posici�on de equilibrio de los carrosm1

y m2 respectivamente, entoncesla segundaLey de Newton nosda

m1x00
1 = � k1x1 + k3(x2 � x1) = � (k1 + k3)x1 + k3x2;

m2x00
2 = � k3(x2 � x1) � k2x2 = k3x1 � (k2 + k3)x2:

(4.23)

Para resolver el problemavamosa despejar x2 en la primera ecuaci�on y sustituirla en la
segunda.Eso nosconducea la siguiente EDO lineal de cuarto orden

x(4)
1 +

�
k1 + k3

m1
+

k2 + k3

m2

�
x00

1 +
� �

k1 + k3

m1

� �
k2 + k3

m2

�
�

k2
3

m1m2

�
x1 = 0: (4.24)

Por simplicidad escojamosm1 = m2 y k1 = f 2 = k3. Entonces(4.24) nosda

x(4)
1 + 4! 2x00

1 + 3! 4x1 = 0; ! 2 =
k
m

:

La ecuaci�on caracter��stica es

� 4 + 4! 2� 2 + 3! 4 = 0 =) � = �
p

3! i; � ! i;

de dondededucimosque la soluci�on tiene la forma

x1(t) = c1 cos(
p

3! t) + c2 sen(
p

3! t) + c3 cos(! t) + c4 sen(! t)

= A1 cos(
p

3! t � � 1) + A2 cos(! t � � 2):

De la soluci�on podemosver que en funci�on de las condicionesinicialespuedeocurrir que A1

o A2 se anulen. En este casoel sistematiene un movimiento oscilatorio con frecuencias!
y

p
3! , conocidas comofrecuenciaspropias del sistema.An�alogamente sepuedeobtener la

expresi�on para x2.

x2(t) = c1(2 � ! 2) cos(! t) + c3(2 � 3! 2) cos(
p

3! t) + 2c2 sen(! t)
� c2! 2 sen(! t) + 2c4 sen(

p
3! t) � 3c4! 2 sen(

p
3! t)

Escojamosk = m = 1 de forma que ! = 1. Entonces

x1(t) = c1 cos(
p

3t) + c2 sen(
p

3t) + c3 cost + c4 sent;

x2(t) = c1 cost + c2 sent � c3 cos(
p

3t) + c4 sen(
p

3t):

Supongamosque x1(0) = 1, x0
1(0) = 0, x2(0) = 1 y x0

2(0) = 0, entoncesobtenemos

x1(t) = cost x2(t) = cost:



4 LA ECUACI �ON LINEAL DE ORDEN N 48

Figura 15: Casox1(0) = 1, x0
1(0) = 0, x2(0) = 1 y x0

2(0) = 0.

Figura 16: Casox1(0) = 1, x0
1(0) = 0, x2(0) = � 1 y x0

2(0) = 0.

Si x1(0) = 1, x0
1(0) = 0, x2(0) = � 1 y x0

2(0) = 0, tenemos

x1(t) = cos(
p

3t); x2(t) = � cos(
p

3t);

o sea,tenemosque las oscilacionessoncon las frecuenciaspropias.
Pero si escogemos,por ejemplo, x1(0) = 1=2, x0

1(0) = 1, x2(0) = � 1 y x0
2(0) = 1=2,

obtenemos

x1(t) =
� cos(t)

4
+

3 cos(
p

3t)
4

+
3 sin(t)

4
+

sin(
p

3t)

4
p

3
;

x2(t) =
� cos(t)

4
�

3 cos(
p

3t)
4

+
3 sin(t)

4
�

sin(
p

3t)

4
p

3
;

esdecir, esuna combinaci�on de las frecuencias.

Figura 17: Casox1(0) = 1=2, x0
1(0) = 1, x2(0) = � 1 y x0

2(0) = 1=2.
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4.4. Problemas

Problema 4.9

Encontrar la soluci�on generalde las siguientes ecuacionesdiferencialesy la soluci�on corres-
pondiente a las condicionesiniciales indicadas:

1. y00� y0 � 6y = 0, y(2) = 0; y0(2) = 1.

2. y00+ 12y0+ 36y = 0, y(0) = y0(0) = 2.

3. y00� 4y0+ 13y = 0, y(0) = 1; y0(0) = 0.

Problema 4.10

Resolver las EDOs

1. y00� 4x = 4x2 + 2x.

2. y00+ y0+ y = 1 + 2x + 3x3.

3. y00� y = x2ex con y(0) = y0(0) = 0.

4. y00+ 2y + 1 = xe� x sen(2x) con y(0) = 1; y0(0) = 0.

5. y00+ 2y0 = 1 + x2 + e� 2x .

6. y00+ y0 � 6y = senx + xe2x .

Problema 4.11

El oscilador arm�onico simple y el p�endulo simple se representan esquem�aticamente en la
gr�a�ca 18 a la izquierda y derecha respectivamente.

�����������������

�����������������

���������������

���������������

�

�

�

�

�

�

� k

m

mg

ky

�����������������

���������������

�������������������������������������

	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	

m

q

l

h

Figura 18: El osciladory el p�endulo simple.

Las EDOs que gobiernanestossistemasson

my00+ ky = 0; y l � 00+ g� = 0;

respectivamente, donde y(t) es distancia a que se encuentra el cuerpo de masa m de su
posici�on de equilibrio (�gura 18 izquierda) y � (t) esel �angulo que forma el p�endulo con la
horizontal (�gura 18 derecha).

1. Encuentra la soluci�on generalde ambasEDOs.
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2. Si el osciladorseencontraba en el inicio en su posici�on de equilibrio (y(0) = 0) y ten��a
una velocidad inicial y0(0) = v0, >qu�e posici�on ocupa al cabo de 1 segundo?>y al cabo
de t segundos?

3. Si suponemosque inicialmente el p�endulo sedeja caerdesdeuna altura h = l=10, sin
velocidad inicial, a qu�e altura seencuentra el mismo al cabo de 1 segundo>y al cabo
de t segundos?

Problema 4.12

Resuelve las EDOs
1. y000+ 8y = x2, 2. y000� 6y00+ 11y0 � 6y = xex + x2, 3. y(4) � 16y = 3cos(x).

Problema 4.13

Encuentra la EDO quegobiernaun sistemadedososciladoresacopladoscomoel del ejemplo
4.8 incluyendorozamiento. Hagael estudioan�alogosi sobreel primer carro act�ua una fuerza
externa del tip o F (t) = F0 cos(
 t).

En ambos casosresuelva la EDO correspondiente. Analice los casos:1.) m1 = m2 y
k1 = k2 = k3, 2.) m1 = m2 y k1 = k2, k3 = 2k1 y 3.) m1 = 2m2 y k1 = k2 = k3.

Problema 4.14

Encuentra la EDO quegobiernaun sistemade tres osciladorescomoel que semuestra en la
�gura 19 y resu�elvela.
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Figura 19: Tresosciladoresacoplados.
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5. Soluciones de EDOs en serie de potencias

Seala EDO
y00+ p(x)y0+ q(x)y = f (x): (5.1)

El objetivo esresolver la EDO anterior cuandolas funcionesp(x), q(x) y f (x) dependendex.
Para ello vamosa suponerquedichasfuncionesson\razonablemente" buenasen un entorno
de cierto punto x0 de la recta real y buscaremosla soluci�on comouna serie de potencias, es
decir en la forma

y(x) =
1X

k=0

ak(x � x0)k ; ak 2 R: (5.2)

Las funcionesque sepuedenexpresarmediante una seriede potenciasconvergentes en todo
un entorno de x = x0 como la anterior se denominanfuncionesanal��ticas en x = x0. Por
sencillezsupondremosx0 = 0, ya queen casoquex0 6= 0 siemprepodemosrealizar el cambio
de variable z = x � x0 de forma que en la nueva variable z0 = 0.

La idea del m�etodo es sustituir la seriey(x) (5.2) en (5.1) e igualar los coe�cientes de
las potencias.De estaforma obtenemosun sistemade ecuacionespara los coe�cientes an en
(5.2). Es importante que la serieconverja en todo un entorno de x0, de esta forma tenemos
aseguradala existenciade la soluci�on al menosen cierta regi�on. Antes de enunciar nuestros
primeros resultadosveamosun ejemplo:

Ejemplo 5.1 Resolverla EDO y00� 2x0 � 2y = 0.

Buscamosla soluci�on y(x) =
P 1

k=0 akxk, la sustituimos en la EDO y usamosque

y0(x) =
d

dx

1X

k=0

akxk =
1X

k=0

(akxk)0 =
1X

k=0

kakxk� 1 =
1X

n=0

(n + 1)an+1 xn ;

y00(x) =
d

dx
y0(x) =

d
dx

1X

k=0

kakxk� 1 =
1X

k=0

k(k � 1)akxk� 2 =
1X

n=0

(n + 1)(n + 2)an+2 xn

lo que nosda
1X

k=0

k(k � 1)akxk� 1 � 2
1X

k=0

kakxk � 2
1X

k=0

akxk = 0;

que equivale a
1X

n=0

[(n + 1)(n + 2)an+2 � (2n + 2)an ] xn = 0:

Como(xn)n esuna sucesi�on de funcioneslinealmente independientes la igualdad a cerotiene
lugar si y s�olo si (n + 1)(n + 2)an+2 � (2n + 2)an = 0, de dondetenemos

an+2 =
2

n + 2
an ; n � 0:

Obviamente la ecuaci�on anterior de�ne todos los valoresde an en funci�on de a0 y a1. En
efecto,si sabemosa0, la recurrenciaanterior permite calcular losvaloresa2, a4, . . . a2k , k 2 N
y si conocemosa1 entoncespodemoscalcular a3, a5, . . . a2k+1 , k 2 N. As��, tenemos

a2n =
2

2n
a2n� 2 =

�
2

2n

� �
2

2n � 2

�
a2n� 4 = � � � =

2n

(2n)(2n � 2) � � � 2
a0 =

a0

n!
;
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a2n+1 =
2

2n + 1
a2n� 1 =

�
2

2n + 1

� �
2

2n � 1

�
a2n� 3 = � � � =

2n

(2n + 1)(2n � 1) � � � 3 � 1
a1;

esdecir 2n=(2n + 1)!! a1, donde(2n + 1)!! = 1� 3� 5� � � (2n + 1). De estaforma obtenemosdos
solucioneslinealmente independientes (una tiene solopotenciasparesy la otra soloimpares)

y(x) = a0

1X

n=0

x2n

n!
+ a1

1X

n=0

2nx2n+1

(2n + 1)!!
:

Obviamente la primera sumaesf�acilmente reconocible comola seriede potenciasde la fun-
ci�on ex2

, no as�� la segundaque en generalno se expresacomo combinaci�on de funciones
elementales. De la expresi�on expl��cita de las dossumasanteriores esf�acil comprobarque el
radio de convergenciaesin�nito.

Esta claro que el m�etodo anterior no siempre funciona. Por ejemplo, consideremosla
EDO

x2y00+ 2xy0 � 2y = 0 ( ) y00+
2
x

y0 �
2
x2

y = 0:

Si sustituimos la seriede potenciastenemos
1X

k=0

k(k � 1)akxk +
1X

k=0

2kakxk �
1X

k=0

2akxk = 0

de dondesededuce

a0 = 0; (n � 1)(n + 2)an = 0; n 2 N =) an = 0; 8n 2 N; n 6= 1

esdecir, s�olo podemosencontrar una soluci�on: y1(x) = x. Ello es f�acil de entender puesla
otra soluci�on de estaEDO esy2(x) = 1=x2 que obviamente no est�a de�nida en x = 0.

5.1. El m�eto do de reducci�on de orden

Supongamosqueconocemosuna soluci�on y1(x) no nula dela EDO y00+ p(x)y0+ q(x)y = 0.
Busquemosla segundasoluci�on independiente y2(x) en la forma y2(x) = v(x)y1(x). Sustitu-
yendoy2 en la EDO y usandoque y00

1 + p(x)y0
1 + q(x)y1 = 0 tenemospara v la EDO

y1v00+ (2y0
1 + p(x)y1)v0 = 0 =) y1u0+ (2y0

1 + p(x)y1)u; u = v0;

de dondededucimos

u(x) = C
e�

R
p(x)dx

y2
1

=) v(x) = C
Z

e�
R

p(x)dx

y2
1

+ D:

Comoy(x) = c1y1(x) + c2y2(x) podemosescoger,sin p�erdida de generalidadC = 1 y D = 0.

Ejemplo 5.2 Encontrar la segundasoluci�on linealmenteindependientedela ED y00+ p0=xy0+
(p0 � 1)2=(4x2)y = 0 si una soluci�on es y1(x) = x � p0=2+1 =2.

Como y1(x) = x � p0=2+1 =2 y p(x) = p0=x, entonces

u(x) = v0(x) = C
e�

R
p0=xdx

x � p0+1
= Ce� p0 log xxp0 � 1 =

C
x

=) v(x) = logx

de dondey2(x) = x � p0=2+1 =2 logx.

Es f�acil ver quesi aplicamosel m�etodo de reducci�on de ordena la ecuaci�on x2y00+ 2xy �
2y = 0 estudiada en el apartado anterior obtenemosque la segundasoluci�on linealmente
independiente esy2(x) = 1=x2.
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5.2. Pun tos regulares y singulares de una EDO

De�nici� on 5.3 Dada la EDO (5.1), el punto x0 se denomina punto regular de (5.1) si
p(x), q(x) y f (x) son funciones anal��ticas en x = x0, o sea, si p(x), q(x) y f (x) admiten
una representaci�on en serie de potenciasen un entorno de x0. En casocontrario sedice que
x0 es un punto singular.

Por ejemplo, el punto x0 = 0 es un punto regular de la EDO xy00+ (senx)y0 + x3y = 0,
mientras que x0 = 0 esun punto singular de y00+ x2y0+ x2=3y = 0.

Teorema 5.4 Sea x0 un punto regular de la EDO y00+ p(x)y0+ q(x)y = f (x). Entonces:

1. Para f (x) = 0 (problemahomog�eneo) la EDO anterior tiene como solucioneslineal-
mente independientesdos funcionesanal��ticas.

2. La soluci�on del problemade valores iniciales y(x0) = y0, y0(x0) = y0
0 existey es �unica

y se expresamediante una serie de potencias(es decir es una funci�on anal��tica).

Es posible,adem�as, probar que el radio de convergenciade la soluci�on de la EDO (5.1)
esel menor de los radios de convergenciade p, q y f .

Esta claro queel punto x = 0 essingular para la EDO y00+ x2y0+ x2=3y = 0. Una opci�on
esresolver entoncesla ecuaci�on usandouna serieen torno a otro punto, por ejemplox = 1.
No obstante muchas veceses necesariover lo que ocurre en el entorno del punto singular.
Ello no siempreesposible,aunqueen algunoscasos,si lo es.

De�nici� on 5.5 Un punto x0 se denomina punto singular regular de la EDO (5.1), si las
funciones(x � x0)p(x) y (x � x0)2q(x) son anal��ticas en x = x0.

Lo anterior equivale a que

(x� x0)p(x) =
1X

k=0

pk(x� x0)k = p0+ p1x+ � � � ; (x� x0)2q(x)
1X

k=0

qk(x� x0)k = q0+ q1x+ � � � :

Usualmente la EDO homog�enea(f (x) � 0) (5.1) con un punto singular en x0 seescribe
de la forma

(x � x0)2y00+ (x � x0)[(x � x0)p(x)] + [(x � x0)2q(x)]y = 0: (5.3)

De�nici� on 5.6 La ecuaci�on r (r � 1) + p0r + q0 = 0 se denomina ecuaci�on indicial de la
EDO (5.3) con un punto singular en x0.

En lo que sigue,por simplicidad, asumiremosx0 = 0.

Un ejemplomuy sencillode EDO con un punto singular regular en el ceroesla EDO de
Euler

x2y00+ xp0y0+ q0y = 0: (5.4)

Si buscamosla soluci�on enforma deseriey(x) =
P 1

k=0 akxk y sustituimosenla EDO anterior
deducimos

[n(n � 1) + np0 + q0]an = 0; 8n � 0;

luego,en general,an = 0 lo cual indica que la EDO anterior no tiene comosoluci�on ninguna
seriede potencias.Es f�acil ver que la soluci�on sepuedebuscaren la forma y(x) = x r , para
x > 0. El casox < 0 se deducef�acilmente de �este sin m�as que hacer el cambio x = � z,
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z > 0. Sustituyendoy(x) = x r en (5.4) tenemosque r ha de satisfacerla ecuaci�on indicial
r (r � 1) + p0r + q0 = 0. Seanr 1 y r 2 las solucionesde la ecuaci�on indicial,

r 1;2 = �
p0 � 1

2
�

p
(p0 � 1)2 � 4q0

2
:

Entoncessetienen los siguientes casospara x > 0

1. Caso(p0 � 1)2 � 4q0 > 0, r 1 < r 2 2 R (dos ra��cesrealesy distintas)

y(x) = c1xr 1 + c2xr 2 ; x > 0: (5.5)

2. Caso(p0 � 1)2 � 4q0 = 0, r 1 = r 2 2 R (dos ra��cesrealesiguales)

y(x) = c1xr 1 + c2xr 1 log(x); x > 0: (5.6)

3. Caso(p0 � 1)2 � 4q0 < 0, r 1; r 2 2 C (dos ra��cescomplejas).Sear 1 = a + bi, entonces
la soluci�on es

y(x) = c1xa cos(blogx) + c2xa sen(blogx); x > 0: (5.7)

Si queremostener la soluci�on tambi�en para x < 0 basta sustituir en las expresionesel valor
de x por jxj.

Veamosque ocurre en el casogeneral.En estecasola l�ogica indica que quiz�a la soluci�on
tenga la forma6

y(x) = x r
1X

k=0

akxk:

Entoncessi sustituimos en la EDO (5.3) e igualamospotenciasnosqueda,

1X

n=0

[(n + r )(n + r � 1) + (n + r )p0 + q0]an +
n� 1X

k=0

[(k + r )pn� k + qn� k ]ak = 0;

de donde, al igualar la potencia x r , se sigue que r ha de satisfacer la ecuaci�on indicial
r (r � 1) + p0r + q0 = 0, y adem�as sededuceuna relaci�on de recurrenciapara cada uno de
los coe�cientes an en la expresi�on de la serie.No obstante tenemosque sercuidadosospues
puedeocurrir quela relaci�on recurrente para loscoe�cientesan no tengasoluci�on. En general
setiene el siguiente

Teorema 5.7 Sea la EDO x2y00+ x[xp(x)] + [x2q(x)]y = 0, y las funcionesp(x) y q(x) tales
que xp(x) = p0 + p1x + � � � y x2q(x) = q0 + q1x + � � � sean funcionesanal��ticas en x0 = 0.
Dada la ecuaci�on indicial r (r � 1) + p0r + q0 = 0, entonces las dos solucioneslinealmente
independientessolucionesde la EDO anterior son de la forma

1. Caso(p0 � 1)2 � 4q0 > 0, r 1 < r 2 2 R con r 2 � r 1 62Z (dos ra��cesrealesy distintas que
no di�er an en un entero)

y(x) = c1xr
1

1X

k=0

akxk + c2xr
2

1X

k=0

bkxk ; x > 0: (5.8)

6Recordar que estamossuponiendo x0 = 0.
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2. Caso(p0 � 1)2 � 4q0 < 0, r 1; r 2 2 C,r 2 � r 1 62Z (dos ra��ces complejasqueno di�er an
en un entero). Sea r 1 = a + bi, entonces la soluci�on es

y(x) = c1xa cos(blogx)
1X

k=0

akxk + c2xa sen(blogx)
1X

k=0

bkxk; x > 0: (5.9)

3. Caso(p0 � 1)2 � 4q0 = 0, r 1 = r 2 2 R (dos ra��ces reales iguales)

y(x) = c1xr 1

1X

k=0

akxk + c2

" 

xr 1

1X

k=0

akxk

!

logx + xr 1

1X

k=0

bkxk

#

; x > 0: (5.10)

4. Caso (p0 � 1)2 � 4q0 = 0, r 1 = r 2 � N 2 R, N 2 Z (dos ra��ces realesquedi�er en en
un entero)

y(x) = c1xr 1

1X

k=0

akxk + c2

"

A

 

xr 1

1X

k=0

akxk

!

logx + xr 1+ N
1X

k=0

bkxk

#

; x > 0;

(5.11)
dondeA es cierta constantequepuede ser nula.

En todos los casoslas seriesconvergenen un entorno de x0 = 0.

Esta claro del teoremaanterior que estecasoesmucho m�as complicadoque el anterior.
Aqu�� s�olo noslimitaremos a mostrar un ejemplodel primer casopor seresteel m�assencillo.

5.3. La ecuaci�on hip ergeom �etrica de Gauss

Como ejemploconsideraremosla ecuaci�on hipergeom�etrica de Gauss

x(1 � x)y00+ [ � (1 + � + � )x]y0 � �� y = 0: (5.12)

Por sencillezasumiremosque  62Z.
Obviamente x = 0 es un punto singular regular. En efecto, dividiendo por x(1 � x)

tenemos

p(x) =
 � (1 + � + � )x

x(1 � x)
; q(x) =

� ��
x(1 � x)

;

luego
xp(x) =  � (1 + � + � �  )x + � � � ; x2q(x) = � �� x + � � � ;

entoncesp0 =  y q0 = 0 y la ecuaci�on indicial es r (r � 1) +  r = 0, de donde tenemos
dos solucionesr = 0 y r = 1 �  . Como hemossupuestoque  62Z, entoncestenemosdos
soluciones

y1(x) =
1X

n=0

anxn ; y2(x) = x1� 
1X

n=0

bnxn :

Comencemospor la primera. Sustituyendoy1 en (5.12) obtenemos

(n + 1)(n +  )an+1 = [n2 + (� + � )n + �� ]an ;

por tanto,

an =
(n + � � 1)(n + � � 1)

n(n +  � 1)
an� 1; n � 1:
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Si denotamospor (a)n el producto

(a)0 = 1; (a)n = a(a + 1) � � � (a + n � 1); n � 1; (5.13)

entoncesobtenemos

an =
(� )n (� )n

( )nn!
;

por tanto

y(x) = 2F1

�
�; �



�
�
�
�x

�
=

1X

k=0

(� )k(� )k

( )k

xk

k!
; (5.14)

conocida como funci�on hipergeom�etrica de Gauss. Es f�acil comprobar que el radio de con-
vergenciade la serieanterior esR = 1.

Si ahora sustituimos la segundasoluci�on obtenemos

an =
(n + � �  )(n + � �  )

n(n �  + 1)
an� 1; =) an =

(� �  + 1)n(� �  + 1)n

(2 �  )nn!
; n � 1:

de dondetenemos

y2(x) = x1� 
2F1

�
� �  + 1; � �  + 1

2 � 

�
�
�
�x

�
:

N�oeseque si  2 Z entoncesuna de las solucionesdeja de estar de�nida. En estecaso
hay que buscarla soluci�on incluyendoel correspondiente t�ermino logar��tmico.

5.4. Problemas

Problema 5.8 Resuelvelas EDOs siguientesusandoseries de potencias, si es posible, e
indica la regi�on de convergenciade las mismas

1. x2y0 = y + x2 + 1,

2. xy0 = 2y + xex,

3. y00+ 2y0+ y = x,

4. (x4 � 4)y00+ 3xy0+ y = 0.

Problema 5.9 Sea la EDO (1 + x)y0 = py, y(0) = 1, p 2 R.

1. Busca su soluci�on en serie de potencias
P 1

n=0 anxn , y prueba que an = p(p � 1)(p �
2) � � � (p � n + 1)=n!.

2. Encuentra la regi�on de validezde la doluci�on anterior.

3. Comprueba quela funci�on y(x) = (1 + x)p es soluci�on de la misma.

Como consecuenciadel teoremade existenciay unicidad, en la regi�on de convergenciade la
serie tendremos

(1 + x)p =
1X

n=0

p(p � 1)(p � 2) � � � (p � n + 1)
n!

xn ; p 2 R;

queno es m�as queel teoremadel binomio encontrado por Newton.
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Problema 5.10 Resolverlas EDOs usandoseriesalrededor del cero (punto regular)

1. (1 � x2)y00� xy0+ p2y = 0, (EDO de Chebyshev)

2. (1 � x2)y00� 2xy0+ p(p + 1)y = 0, (EDO de Legendre)

3. y00� 2xy0+ 2py = 0, (EDO de Hermite)

4. y00+ xy = 0, (EDO de Airy). Usandola soluci�on de la EDO de Airy resolverla EDO
y00� xy = 0.

Problema 5.11 Prueba quela EDO de Euler

ax2y00(x) + bxy0(x) + cy(x) = 0; a;b;c 2 R

se transforma, con el cambio x = ez en una EDO con coe�cientes constantes:

ay00(z) + (b� a)y0(z) + cy(z) = 0:

Problema 5.12 Resuelvelas siguientesEDOs de Euler

1. x2y00+ 2xy0 � 6y = 0,

2. x2y00+ xy0 � 5y = 0,

3. (x � 1)2y00� 2(x � 1)y0+ 2y = 0,

4. x2y00+ 3xy0+ 2y = 0.

Problema 5.13 Resuevelas siguientesEDOs alrededor de x = 0 (punto singular regular)

1. xy00+ (1 � x)y0+ py = 0, (EDO de Laguerre)

2. xy00+ (1 + � � x)y0+ py = 0, (EDO de Laguerre generalizada)

3. x2y00+ xy0+ (x2 � p2)y = 0, (EDO de Bessel)

Problema 5.14 La EDO

x(1 � x)y00+ [c � (a + b+ 1)x]y0 � aby= 0; a;b;c 2 R

sedenominaecuaci�on hipergeom�etrica deGauss(aunquefue intr oducidapor Euler en 1769).
Encuentra dossolucioneslinealmenteindependientesde la misma. Usandoun cambio apro-
piado de variables demuestra que las solucionesde las EDO de Chebyshevy Legendre se
pueden expresar en funci�on de las solucionesde la EDO hipergeom�etrica de Gauss.

Problema 5.15 Encuentra dos solucioneslinealmente independientes de la EDO hiper-
geom�etrica conuente de�nida por

xy00+ [c � x]y0 � ay = 0; a;c 2 R:
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6. Los polinomios ortogonales cl�asicos

6.1. La ecuaci�on diferencial hip ergeom �etrica.

Nuestro objetivo ser�a estudiar los polinomios ortogonalescl�asicosde�nidos sobreel eje
real los cualesvamosa de�nir comolas solucionespolin�omicasde la siguiente EDO

� (x)y00+ � (x)y0+ �y = 0; (6.1)

donde� y � son polinomiosde gradosa lo m�as 2 y 1, respectivamente. Esta ecuaci�on (6.1)
usualmente sedenominaecuaci�on diferencial hipergeom�etrica y sussolucionesy cumplencon
la propiedad,conocida comopropiedad de hipergeometricidad: Si y esuna soluci�on de (6.1)
susm-�esimasderivadasy(m) � ym satisfacen una ecuaci�on del mismo tipo.

Teorema 6.1 Si y esuna soluci�on de (6.1) susm-�esimasderivadasy(m) � ym satisfacen la
ecuaci�on

� (x)y00
m + � m (x)y0

m + � mym = 0;

� m(x) = � (x) + m� 0(x); � m = � +
m� 1X

i =0

� 0
i (x) = � + m� 0(x) + m(m� 1)

2 � 00(x) :
(6.2)

La propiedaddehipergeometricidadesesmuy importante puesnospermite encontrar una
f�ormula expl��cita para los polinomiosque satisfacenla ecuaci�on (6.1). Para ello usualmente
seescriben (6.1) y (6.2) en su forma sim�etrica o autoconjugada:

[� (x)� (x)y0]0+ �� (x)y = 0; [� (x)� m (x)y0
m ]0+ � m � m (x)ym = 0; (6.3)

donde � y � m son funcionesde simetrizaci�on que satisfacenlas ecuacionesdiferencialesde
primer orden (conocidascomoecuacionesde Pearson):

[� (x)� (x)]0 = � (x)� (x); [� (x)� m(x)]0 = � m(x)� m(x):

Conocida � encontramos, utilizando las ecuacionesanteriores,que

� m (x) = � m (x)� (x): (6.4)

Teorema 6.2 Si para todo k 2 N [ f 0g, � 0 + k� 00=2 6= 0, entonces para las soluciones
polin�omicas de la ecuaci�on (6.2) se tiene la siguientef�ormula de Rodrigues:

P (m)
n (x) =

Anm Bn

� m (x)
dn� m

dxn� m
[� n (x)]; Bn =

P (n)
n

Ann
; (6.5)

Anm = Am (� ) j� = � n =
n!

(n � m)!

m� 1Y

k=0

[� 0+ 1
2 (n + k � 1)� 00]: (6.6)

Adem�as, el autovalor � n de (6.1) es

� � � n = � n� 0 �
n(n � 1)

2
� 00: (6.7)

Cuando m = 0 la f�ormula (6.5) seconvierte en la f�ormula de Rodriguespara los polinomios
cl�asicos

Pn(x) =
Bn

� (x)
dn

dxn
[� n (x)� (x)]; n = 0; 1; 2; ::: : (6.8)

Si imponemosunas sencillascondicionesadicionalessetiene que las solucionesde (6.1)
sonortogonalesdosa dos:
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Teorema 6.3 Supongamosque xk � (x)� (x)
�
�
�
x= a;b

= 0, para todo k � 0. Entonces las solu-

cionespolin�omicas Pn de la ecuaci�on (6.1) constituyen una SPO respecto a la funci�on peso
� de�nida por la ecuaci�on [� (x)� (x)]0 = � (x)� (x), o sea, se cumpleque:

Z b

a
Pn (x)Pm(x)� (x)dx = � nm d2

n ; (6.9)

donde� nm es el s��mbolo de Kronecker y dn denota la norma de los polinomios Pn .

Corolario 6.4 Si (Pn)n esuna familia depolinomios ortogonalesrespecto a � entoncespara

todo k entero con 0 � k � n � 1 se tiene que
Z b

a
xkPn (x)� (x)dx = 0.

Para calcular d2
n , podemosutilizar la f�ormula de Rodriguesque, sustituy�endolaen (6.9)

e integrando por partes, nosda:

d2
n = Bn (� 1)nn!an

Z b

a
� n (x)� (x)dx: (6.10)

Una consecuenciade la propiedadde ortogonalidadesel siguiente

Teorema 6.5 Lospolinomiosortogonalessatisfacenuna relaci�on derecurrenciaa trest�ermi-
nos de la forma

xPn(x) = � nPn+1 (x) + � nPn(x) +  nPn� 1(x); (6.11)

donde

� n =
an

an+1
; � n =

bn

an
�

bn+1

an+1
;  n =

cn � � ncn+1

an� 1
�

bn

an� 1
� n =

an� 1

an

d2
n

d2
n� 1

; (6.12)

siendoan , bn y cn los coe�cientes del desarrollo Pn(x) = anxn + bnxn� 1 + cnxn� 2 + � � �, y dn

es la norma de los polinomios.

Generalmente se impone que P� 1(x) = 0 y P0(x) = 1, con lo que la sucesi�on de polinomios
ortogonalesquedadeterminadade forma �unica conocidaslas sucesiones(� n)n , (� n )n y ( n )n .

Para calcular los coe�cientes principales an y bn podemosusar la f�ormula de Rodrigues
para la n � 1-�esima derivada de Pn : P (n� 1)

n (x) = Ann � 1Bn � n� 1(x),de donde obtenemosla
igualdad:

P (n� 1)
n (x) = n!an x + (n � 1)!bn = Ann � 1Bn � n� 1(x):

Luego,

an =
BnAnn

n!
= Bn

n� 1Y

k=0

[� 0+ 1
2 (n + k � 1)� 00]; bn =

n� n� 1(0)
� 0

n� 1
an : (6.13)

Como un corolario de (6.11) seobtiene la conocida f�ormula de Christo�el-Darb oux:

Teorema 6.6 Si (Pn)n es una sucesi�on de polinomios ortogonalesquesatisface la relaci�on
de recurrencia a tres t�erminos (6.11). Entoncesse cumpleque:

Kern (x; y) �
nX

m=0

Pm(x)Pm(y)
d2

m
=

� n

d2
n

Pn+1 (x)Pn(y) � Pn+1 (y)Pn (x)
x � y

; n � 1: (6.14)
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Si hacemostender y ! x, obtenemosla f�ormula conuente de Christo�el-Darb oux:

Kern (x; x) �
nX

m=0

P2
m (x)
d2

m
=

� n

d2
n

[P0
n+1 (x)Pn(x) � Pn+1 (x)P0

n(x)] n � 1: (6.15)

De la f�ormula de Rodriguessededucenuna seriede consecuenciasmuy interesantes

1. � esun polinomio de grado exactamente uno.

2. Tomandom = 1 en la f�ormula (6.5) sededuceque

P0
n(x) =

� � nBn

�Bn� 1

�Pn� 1(x); (6.16)

donde �Pn� 1 denotaal polinomio ortogonal respectoa la funci�on peso� 1(x) = � (x)� (x).

3. Si escribimosla f�ormula (6.5) para el polinomio de gradon + 1 obtenemosuna f�ormula
de diferenciaci�on

� (x)P0
n(x) =

� n

n� 0
n

�
� n (x)Pn(x) �

Bn

Bn+1
Pn+1 (x)

�
: (6.17)

de la cual sededuceuna relaci�on de estructura

� (x)P0
n(x) = ~� nPn+1 (x) + ~� nPn (x) + ~ nPn� 1(x); n � 0; (6.18)

donde

~� n =
� n

n� 0
n

�
� n � 0

n �
Bn

Bn+1

�
; ~� n =

� n

n� 0
n

[� n � 0
n + � n (0)] ; ~ n =

� n  n

n
: (6.19)

4. Si de�nimos Qn (x) �
P 0

n +1 (x)
n+1 , entonces los polinomios ortogonalesm�onicosPn (x) =

xn + � � �, solucionesde la ecuaci�on (6.1), satisfacenla siguiente relaci�on de estructura:

Pn(x) = Qn + � nQn� 1 + � nQn� 2: (6.20)

6.2. Los Polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi.

6.2.1. Par �ametros Principales.

Comenzaremosescribiendolos principales par�ametros de las sucesionesde polinomios
ortogonalesm�onicoscl�asicos,esdecir, tales que su coe�ciente principal an = 1, i.e., Pn (x) =
xn + bnxn� 1 + � � �. �Estossepuedenclasi�car en tres grandesfamilias en funci�on del gradodel
polinomio � (� siemprees un polinomio de grado 1). Cuando � es un polinomio de grado
cerolos polinomioscorrespondientes sedenominanPolinomios de Hermite H n(x), cuando�
esdegrado1, Polinomios deLaguerre L �

n (x) y cuando� esdegrado2, Polinomios de Jacobi
P �;�

n (x), respectivamente. En las tablas 3 y 4 est�an representados los principalespar�ametros
de dichas familias, en las cuales(a)n denota al s��mbolo de Pochhammer (6.30).
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Tabla 3: Clasi�caci�on de las SPO Cl�asicas.

Pn(x) Hn(x) L �
n (x) P �;�

n (x)

� (x) 1 x 1 � x2

� (x) � 2x � x + � + 1 � (� + � + 2)x + � � �

� n 2n n n(n + � + � + 1)

� (x) e� x2
x � e� x (1 � x) � (1 + x) �

� > � 1 �; � > � 1

� n (x) e� x2
xn+ � e� x (1 � x)n+ � (1 + x)n+ �

6.2.2. Represen taci�on hip ergeom�etrica.

De la f�ormula de Rodrigues, o usandoel m�etodo de las seriesde potencias,(6.5) se
puedeobtenerla representaci�on de lospolinomiosdeHermite, Laguerrey Jacobien t�erminos
de la funci�on hipergeom�etrica de Gauss2F1 de�nida en el casom�as generalde forma:

pFq

�
a1; a2; :::;ap

b1; b2; :::;bq

�
�
�
�x

�
=

1X

k=0

(a1)k(a2)k � � � (ap)k

(b1)k(b2)k � � � (bq)k

xk

k!
: (6.21)

De estamaneraencontramos que:

H2m (x) = (� 1)m

�
1
2

�

m
1F1

�
� m

1
2

�
�
�
�x

2

�
; H2m+1 (x) = (� 1)m

�
3
2

�

m

x 1F1

�
� m

3
2

�
�
�
�x

2

�
;

(6.22)

L �
n (x) =

(� 1)n �( n + � + 1)
�( � + 1) 1F1

�
� n

� + 1

�
�
�
�x

�
; (6.23)

P �;�
n (x) =

2n (� + 1)n

(n + � + � + 1)n
2F1

�
� n; n + � + � + 1

� + 1

�
�
�
�
1 � x

2

�
: (6.24)

6.2.3. Casos particulares.

1. Los polinomiosde LegendrePn(x) = P0;0
n (x).

2. Los polinomiosde Chebyshevde primera especieTn(x):

Tn(x) = P
� 1

2 ;� 1
2

n (x) =
1

2n� 1
cos[n arccos(x)]:

3. Los polinomiosde Chebyshevde segundaespecieUn (x):

Un(x) = P
1
2 ; 1

2
n (x) =

1
2n

sen[(n + 1) arccos(x)]
sen[arccos(x)]

:

4. Los polinomiosde Gegenbauer G�
n (x):

G
n (x) = P

 � 1
2 ; � 1

2
n (x);  > � 1

2 :
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Tabla 4: Par�ametrosde las SPO M�onicas(an = 1).

Pn (x) Hn(x) L �
n (x) P �;�

n (x)

Bn
(� 1)n

2n (� 1)n (� 1)n

(n + � + � + 1)n

bn 0 � n(n + � )
n(� � � )

2n + � + �

d2
n

n!
p

�
2n �( n + � + 1)n!

2� + � +2 n+1 n!�( n + � + 1)�( n + � + 1)
�( n + � + � + 1)(2n + � + � + 1)(n + � + � + 1)2

n

� n 1 1 1

� n 0 2n + � + 1
� 2 � � 2

(2n + � + � )(2n + 2 + � + � )

 n
n
2

n(n + � )
4n(n + � )(n + � )(n + � + � )

(2n + � + � � 1)(2n + � + � )2(2n + � + � + 1)

~� n 0 0 � n

~� n 0 n
2(� � � )n(n + � + � + 1)

(2n + � + � )(2n + 2 + � + � )

~ n n n(n + � )
4n(n + � )(n + � )(n + � + � )(n + � + � + 1)

(2n + � + � � 1)(2n + � + � )2(2n + � + � + 1)

� n 0 n
2n(� � � )

(2n + � + � )(2n + 2 + � + � )

� n 0 0 �
4n(n � 1)(n + � )(n + � )

(2n + � + � � 1)(2n + � + � )2(2n + � + � + 1)

6.2.4. Otras caracter ��sticas.

Comoconsecuenciade las f�ormulas anteriorespodemosobtener los valoresde los poli-
nomiosen los extremosdel intervalo de ortogonalidad.

H2m (0) =
(� 1)m (2m)!

22mm!
; H2m+1 = 0; L �

n (0) =
(� 1)n �( n + � + 1)

�( � + 1)
;

P �;�
n (1) =

2n (� + 1)n

(n + � + � + 1)n
; P �;�

n (� 1) =
(� 1)n2n (� + 1)n

(n + � + � + 1)n
:

(6.25)

Utilizando la f�ormula (6.16) encontramos las ecuaciones(� = 1; 2; 3; :::, n = 0; 1; 2; :::):

(Hn(x)) ( � ) =
n!

(n � � )!
Hn� � (x); (L �

n (x)) ( � ) =
n!

(n � � )!
L � + �

n� � (x); (6.26)

(P �;�
n (x)) ( � ) =

n!
(n � � )!

P � + �;� + �
n� � (x); (6.27)

donde(Pn(x)) ( � ) denota la � � �esimaderivada de Pn(x).
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Directamente a partir delascorrespondientesEDOssepuedeprobar quelospolinomiosde
Hermite y Gegenbauer serelacionancon los de Hermite y Jacobi, respectivamente mediante
las siguientes relaciones:

H2m (x) = L
� 1

2
m (x2); H2m+1 (x) = xL

1
2
m(x2) ;

G
2m (x) = P

 � 1
2 ; � 1

2
2m (x) =

1
2m

P
 � 1

2 ;� 1
2

m (2x2 � 1);

G
2m+1 (x) = P

 � 1
2 ; � 1

2
2m+1 (x) =

1
2m

x P
 � 1

2 ; 1
2

m (2x2 � 1):

(6.28)

Adem�as, de la f�ormula de Rodriguessepuedeencontrar la siguiente propiedad de simetr��a
para los polinomiosde Jacobi:

P � ;�
n (� x) = (� 1)nP �;�

n (x): (6.29)

Ap �endice: La funci�on Gamma de Euler
Una de las funcionesque con m�as frecuenciaencontraremos es la funci�on Gamma de

Euler �o �, de�nida, en general,mediante la integral de Euler

�( z) =
Z 1

0
e� t tz� 1dt; < (z) > 0:

Esta funci�on fue de�nida por Euler en 1729comol��mite de un producto de dondesepuede
deducir la integral anterior (consideradatambi�en por Euler en 1772) aunque su nombre
y notaci�on se deben a Legendrequien la estudi�o en detalle en 1814.En particular, Euler
prob�o que

�( z) =
1
z

1Y

n=1

��
1 +

1
n

� z �
1 +

z
n

� � 1
�

= l��m
n!1

1 � 2� � � (n � 1)
z(z + 1) � � � (z + n � 1)

zn :

Dicha funci�on satisfacelas ecuacionesfuncionales

�( z + 1) = z�( z); �(1 � z)�( z) =
�

sen� z
;

y adem�as,cumple la propiedad

�( z)�( z + 1
2 ) =

p
� 21� 2z�(2 z):

Utilizando las expresionesanterioresseconcluye que �( 1
2 ) =

p
� . Adem�as,

�( n + 1) = n! = n(n � 1) � � � (2)(1); 8n 2 N:

La siguiente f�ormula asint�otica de la funci�on � esde gran utilidad

�( ax + b) �
p

2� e� ax (ax)ax+ b� 1
2 ; x >> 1;

dondepor a(x) � b(x) entenderemos l��m
x!1

a(x)
b(x)

= 1. Otra funci�on muy relacionadacon la

funci�on � esel s��mbolo de Pochhammer(a)k (5.13)

(a)0 = 1; (a)k = a(a + 1)(a + 2) � � � (a + k � 1); k = 1; 2; 3; : : : : (6.30)

Es muy sencillocomprobarque

(a)k =
�( a + k)

�( a)
:

Finalmente, de�niremos los coe�cientes binomiales
�

n
k

�
=

n!
(n � k)!k!

=
(� 1)k(� n)k

k!
:
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6.3. Los momen tos de los polinomios cl�asicos

En esteapartado vamosa considerarbrevemente una forma de obteneruna relaci�on para
los momentos.

Teorema 6.7 Sea � 2 C. Sede�nen los momentos como

C�;� (z) =
Z b

a
(s � z) � � � (s)ds: (6.31)

Si se cumplela condici�on de frontera

� (s)� � (s)(s � z) �

�
�
�
�

b

a

= 0; (6.32)

entonces los momentosgeneralizados veri�c an la siguiente relaci�on de recurrencia a tres
t�erminos

�� (z)C�;� � 1(z) + [� � (z) + �� 0(z)] C�;� (z) +
�

� 0
� +

1
2

�� 00

�
C�;� +1 (z) = 0: (6.33)

En particular, para � = 0, � = p 2 N, z = 0 obtenemos,de (6.33), la siguiente relaci�on
de recurrenciaa dos t�erminos

�� (0)Cp� 1 + [� (0) + p� 0(0)]Cp +
�

� 0+
1
2

p� 00

�
Cp+1 = 0: (6.34)

para los momentos cl�asicos

Cp � C0;p(0) =
Z b

a
sp� (s)ds:

Vamosa aplicar los resultadosanteriores a los polinomioscl�asicos.
Para obtener los momentos de los polinomiosde Jacobi usaremoslas expresiones(6.33)

y (6.34).

Ejemplo 6.8 Calcula los momentosde los polinomios de Laguerre y Hermite usando el
m�etodo anterior.

En el casoLaguerretenemosque la relaci�on de recurrencia(6.34) es

(� + n + 1)Cn � Cn� 1 = 0; luego Cn = (� + 1)nC0; C0 =
Z 1

0
x � e� xdx = �( � + 1);

de dondededucimosque Cn = �( � + n + 1).

Finalmente, para los polinomios de Hermite tenemosque � (0) 6= 0, as�� que tenemos
que usar (6.33) cuando z = 0. Ello nos conducea la relaci�on pCp� 1 � 2Cp+1 = 0. De ella
deducimosque, como C1 = 0, entonces todos los momentos impares son nulos, lo cual es
evidente ya que la funci�on pesoesuna funci�on par. Adem�as, comoC0 =

p
� , entonces

C2m =
(2m � 1)!!

2m

p
� =

(2m)!
22mm!

p
� ; C2m+1 = 0:
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6.4. Las funciones generatrices

El objetivo de este apartado es encontrar las funcionesgeneratricesde los polinomios
cl�asicos.En generalel problemasepuedeplantear comosigue:Dada una sucesi�on n�umerica
(An )n y una sucesi�on de polinomios(Pn)n encontrar una funci�on �( x; t) tal que,

�( x; t) =
1X

n=0

AnPn (x)tn: (6.35)

Obviamente la serieanterior puedeno convergerpre�jado un valor cualquieradel par�ametro
t, por ello asumiremosque t eslo su�cientemente peque~no para que la serieconverja en una
regi�on de las x lo su�cientemente amplia.

Para los polinomioscl�asicossetienen las siguientes identidades.

1X

n=0

2n

n!
Hn (x)tn = e2xt � t2

;
1X

n=0

(� 1)n

n!
L �

n (x)tn =
e� tx

1� t

(1 � t) � +1
; (6.36)

1X

n=0

(� 1)n (� + � + 1)n

n!
P �;�

n (x)tn =
2� + �

R(1 � 2t + R) � (1 + 2t + R) �
; (6.37)

con R =
p

1 + 4t(t + x).

Para probar las mismasusualmente sehaceusodel teoremaintegral de Cauchy. No obs-
tante daremosla prueba de las mismasusandom�etodosm�as \elementales".

Comenzaremoscon los polinomiosdeHermite al ser�estoslos m�assencillos.Daremostres
pruebasdistintas para mostrar los distintos trucos que sesuelenusar.

Caso Hermite Hn (x): Primera prueba

Sea�( x; t) = e2xt � t2
. Al seresta funci�on anal��tica en R podemosusar la seriede Taylor

�( x; t) =
1X

k=0

1
n!

�
@n �
@tn

� �
�
�
�
�
t=0

tn :

Pero

@n �
@tn

�
�
�
�
�
t=0

= ex2 @ne� (x � t )2

@tn

�
�
�
�
�
t=0

=

8
<

:

� = x � t

d� = � dx

9
=

;
(� 1)nex2 @ne� � 2

@� n

�
�
�
�
�
� = x

=
(� 1)n

Bn
Hn(x);

luego

e2xt � t2
=

1X

n=0

2n

n!
Hn(x)tn:

Caso Hermite Hn (x): Segunda prueba

Vamosa usar la relaci�on de recurrenciaa tres t�erminos

Hn+1 (x) +
n
2

Hn� 1(x) � xH n(x) = 0:
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Multiplicamos por 2n+1 tn=n!

2n+1

n!
Hn+1 (x)tn +

2n

(n � 1)!
Hn� 1(x)tn � x

2n+1

n!
Hn(x)tn = 0;

o equivalentemente

@
@t

2n+1

(n + 1)!
Hn+1 (x)tn+1 + 2t

2n� 1

(n � 1)!
Hn� 1(x)tn� 1 � 2x

2n

n!
Hn (x)tn = 0;

y sumamosen n = 0 hasta 1 y usamosque 1=(� 1)! = 0 y obtenemos

@
@t

1X

n=0

2n+1

(n + 1)!
Hn+1 (x)tn+1 + 2t

1X

n=1

2n� 1

(n � 1)!
Hn� 1(x)tn� 1 � 2x

1X

n=0

2n

n!
Hn(x)tn = 0:

Ahora bien, como�( x; t) =
P 1

n=0
2n

n! Hn(x)tn , obtenemosla ecuaci�on

@
@t

�( x; t) + 2(t � x)�( x; t) = 0;

cuya soluci�on es�( x; t) = e2xt � t2
.

Caso Hermite Hn (x): Tercera prueba

Vamosa dar una tercerapruebaqueescencialmente esla inversade la anterior, esdecir a
partir de la expresi�on expl��cita de la funci�on generatr��z deducimosuna relaci�on de recurren-
cia para loscorrespondientespolinomios(en estecasolosdeHermite). La raz�on fundamental
esque estem�etodo esmuy generaly nospermitir�a probar el resto de las expresiones.

Seala funci�on generatr��z �( x; t) = e2xt � t2
que escribiremosmediante la expresi�on

�( x; t) =
1X

n=0

2n

n!
gn (x)tn; (6.38)

donde(gn)n esuna sucesi�on de polinomiosa determinar.
Un sencilloc�alculo nosmuestra que

@
@t

�( x; t) = (2x � 2t)e2xt � t2
= 2(x � t)�( x; t):

De aqu�� deducimosque �( x; 0) = 1 y � t(x; 0) = 2x, por tanto, usandoel desarrolloen serie
de Taylor en t para �( x; t) y compar�andolocon (6.38) deducimosqueg0(x) = 1 y g1(x) = x.
Ahora sustituimos (6.38) en la ecuaci�on diferencial anterior lo que nosda

1X

n=0

2n

n!
gn(x)ntn� 1 � 2(x � t)

1X

n=0

2n

n!
gn(x)tn = 0;

o, equivalentemente,

1X

n=1

2n

(n � 1)!
gn(x)tn� 1 � 2x

1X

n=0

2n

n!
gn(x)tn +

1X

n=0

2n+1

n!
gn(x)tn+1 = 0:
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Igualando coe�cientes de las potenciasde t a cero tenemos

t0 : 2g1(x) � 2xg0(x) = 0;

t1 : 2g2(x) � 4xg1(x) + 2g0(x) = 0;

tn : 2gn+1 (x) � 2xgn(x) + ngn� 1(x) = 0:

Ahora bien, como g0(x) = 1 = H0(x) y g1(x) = x = H1(x), entoncescomparandolas rela-
cionesanteriores con la relaci�on de recurrenciaa tres t�erminospara los polinomiosm�onicos
de Hermite obtenemosque gn (x) = Hn(x) que era lo que pretend��amosprobar.

6.5. Problemas

Problema 6.9 Calcula todas las car�acter��sticas de los polinomios cl�asicos queaparecen en
la tabla 4.

Problema 6.10 Probar la ortogonalidadde las k� �esimasderivadasde los polinomios hi-
pergeom�etricos yk � P (k)

n , es decir,

Z b

a
P (k)

n (x)P (k)
m (x)� k(x)dx = � nm d2

kn : (6.39)

Problema 6.11 Prueba quelos polinomios n�ucleos satisfacen la siguientepropiedad repro-
ductora Z b

a
p(x)Kern (x; y)dx = p(y); 8p(x) 2 Pn : (6.40)

Problema 6.12 Encontrar la relaci�on de recurrencia para los momentosCn := C0;n (0) de
los polinomios de Jacobi. N�oteseque

C0 =
Z 1

� 1
(1 � x) � (1 + x) � dx =

2� + � +1 �( � + 1)�( � + 1)
�( � + � + 2)

:

H�agaselo mismo pero para los momentosC0
n := C0;n (1), es decir, si en vezde sustituir

en (6.33) z = 0 sustituimos el valor z = 1.
Un casodeespecial relavanciasonlos polinomiosdeGegenbauer quecorrespondenal caso

� = � =  � 1=2. Encontrar la relaci�on de recurrencia para los momentosCn := C0;n (0) en
estecasoy resu�elvela.A partir de�estaencuentra los momentosdelos polinomios deLegendre

Pn(x) = P0;0
n (x), los polinomios de Chebyshevde primera especie Tn(x) = P

� 1
2 ;� 1

2
n (x) y los

polinomios de Chebyshevde segundaespecie Un (x) = P
1
2 ; 1

2
n (x), respectivamente.

Problema 6.13 Demuestra quela funci�on generatr��z para los polinomios deLaguerre viene

dadapor (6.36). Sean los polinomios de Gegenbauer C 
n (x) := P

 � 1
2 ; � 1

2
n (x) queson un caso

particular de los polinomios de Jacobi. Prueba queen estecaso

1
(1 � 2xt + t2) 

=
1X

n=0

2n ( )n

n!
C

n (x)tn; (6.41)

donde( )n esel s��mbolo dePocchamer.Comocasosparticularesdeducir la de los polinomios
de Chebychevde primera y segundaespecie y la de los polinomios de Legendre.
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Problema 6.14 Prueba las relaciones

P �;� +1
n� 1 (x) =

(2n + � + � )(1 � x)
2n(� + n)

dP �;�
n

dx
(x) +

(2n + � + � )
2(� + n)

P �;�
n (x); (6.42)

P � +1 ;�
n� 1 (x) =

(2n + � + � )(x + 1)
2n(� + n)

dP �;�
n

dx
(x) �

(2n + � + � )
2(� + n)

P �;�
n (x): (6.43)

Problema 6.15 Los polinomios n�ucleos Kern� 1(x; y) se de�nen mediante la expresi�on

Kern� 1(x; y) =
n� 1X

m=0

Pm (x)Pm(y)
d2

m
:

Usando la f�ormula de Christo�el-Darb oux (6.14), los valores en los extremos (6.25) y las
f�ormulas de diferenciaci�on (6.17), prueba las siguentesf�ormulas:

� N�ucleos de los polinomios de Hermite:

KerH
2m� 1(x; 0) =

(� 1)m� 1

p
� (m � 1)!

L
1
2
m� 1(x2) =

(� 1)m� 1

2
p

� (m � 1)!
H 0

2m (x)
x

;

KerH
2m (x; 0) =

(� 1)m

p
� (m)!

L
1
2
m (x2) =

(� 1)m

p
� (m)!

H2m (x)
x

;

KerH
2m� 1(0; 0) =

2
�

�( m + 1
2 )

�( m)
=

(2m � 1)!
22m� 2

p
� (m � 1)!2

; KerH
2m (0; 0) =

2
�

�( m + 3
2 )

�( m + 1)
=

(2m + 1)!
22m

p
� m!2

:

� N�ucleos de los polinomios de Laguerre:

KerL
n� 1(x; 0) =

(� 1)n� 1

�( � + 1)n!
(L �

n )0(x); KerL
n� 1(0; 0) =

(� + 1)n

�( � + 2)(n � 1)!
:

� N�ucleos de los polinomios de Jacobi:

KerJ;�;�
n� 1 (x; � 1) = � �;�

n
d

dx P � � 1;�
n (x) = n� �;�

n P �;� +1
n� 1 (x); (6.44)

KerJ;�;�
n� 1 (x; 1) = (� 1)n+1 � � ;�

n
d

dx P �;� � 1
n (x) = n(� 1)n+1 � � ;�

n P � +1 ;�
n� 1 (x); (6.45)

dondepor � �;�
n y � � ;�

n denotaremoslas cantidades

� � ;�
n =

(� 1)n� 1�(2 n + � + � )
2� + � + nn!�( � + n)�( � + 1)

; � � ;�
n

(� 1)n� 1�(2 n + � + � )
2� + � + nn!�( � + 1)�( � + n)

:

Usando(6.44)-(6.45) tenemos

KerJ;�;�
n� 1 (� 1; � 1) =

�( � + n + 1)�( � + � + n + 1)
2� + � +1 (n � 1)!�( � + 1)�( � + 2)�( � + n)

;

KerJ;�;�
n� 1 (� 1; 1) =

(� 1)n� 1�( � + � + n + 1)
2� + � +1 (n � 1)!�( � + 1)�( � + 1)

:

Utilizando la relaci�on de simetr��a (6.29) para los polinomios de Jacobi prueba que

KerJ;�;�
n� 1 (1; 1) = KerJ;� ;�

n� 1 (� 1; � 1):
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7. El teorema de existencia y unicidad para las EDOs

Vamosa resolver uno de los problemaspendientes m�as importantes: la existenciay uni-
cidad de solucionespara una EDO de primer orden. Seael problemade valoresiniciales

y0 = f (x; y); y(x0) = y0: (7.1)

En el apartado2.7.1 deaproximacionesn�umericasvimosalgunosejemplosdondela soluci�on
o bien no era �unica o bien no correspond��a con la soluci�on exacta.Vamosa dar aqu�� algunas
condicionesbajo las cualespodemosgarantizar que el PVI (7.1) tiene soluci�on �unica.

Lo primero que asumiremoses que la funci�on f (x; y) es continua en el rect�angulo R
de�nido por

R = f (x; y) : jx � x0j � a; jy � y0j � bg; a;b > 0: (7.2)

Prop osici�on 7.1 El PVI (7.1) es equivalentea la siguienteecuaci�on integral

y(x) = y0 +
Z x

x0

f (� ; y(� ))d� : (7.3)

De�nici� on 7.2 Diremosqueuna funci�on f (x; y) es de la clasede Lipschitz o lipschitziana
(en la variabley) en R si existecierta constantepositiva K > 0 tal quepara todos(x; y) 2 R
y (x; z) 2 R se cumple

jf (x; y) � f (x; z)j � K jy � zj: (7.4)

Es f�acil comprobar que toda funci�on f (x; y) de la clasede Lipschitz seg�un la de�nici�on
anterior escontinua en y. Adem�as,una condici�on su�ciente para queuna funci�on f (x; y) sea
de la clasede Lipschitz esque su derivada parcial @f

@y seacontinua en R.

De�nici� on 7.3 Dada una funci�on u(x) de�nida en un intervalo cerrado y acotado I � R,
de�nir emosla norma de u(x) a la cantidad

kuk = sup
x2 I

ju(x)j:

Para la norma tenemosla desigualdadevidente kuk � 0, y kuk = 0 si y s�olo si u(x) = 0 en
I . Adem�as, setiene la desigualdadtriangular

ku + vk � kuk + kvk: (7.5)

Obviamente si u(x) escontinua kuk < + 1 .

Prop osici�on 7.4 (Teorema de unicidad local de soluciones)
Sea f (x; y) una funci�on de la clasedeLipschitz con constanteK y sea d 2 (0; 1=K ). Si y1(x)
e y2(x) son dos solucionesdel PVI (7.1) de�nidas en I d = f x : jx � x0j < dg tales que
y1(x0) = y2(x0) = y0, entonces y1(x) = y2(x) en todo I d.

Sea
M = m�ax

(x;y )2R
jf (x; y)j:

Como f escontinua en R, M siempreest�a de�nida.

Seay0(x) una funci�on continua de�nida en un entorno de x0 tal que la imagende y0(x)
est�e contenida en R. Vamosa de�nir una sucesi�on de funcionesyn (x) de la siguiente forma

yn+1 (x) = y0 +
Z x

x0

f (� ; yn (� ))d� ; n = 0; 1; 2; : : : : (7.6)

La sucesi�on anterior seconocecomosucesi�on de Picard.
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Prop osici�on 7.5 Sea y0(x) una funci�on continua de�nida en I d = f x : jx � x0j < d =
m��n(a;b=M )g tal quesu imagenest�e contenidaen R. Entonces,para todo n � 0, las im�agenes
de yn (x) est�an contenidasen R.

Prop osici�on 7.6 (Teorema de existencialocal de soluciones)
Sea y0(x) una funci�on continua de�nida en I d = f x : jx � x0j < d = m��n(a;b=M ; 1=K )g tal
que su imagen est�e contenida en R, i.e., jy0(x) � y0j � b. Entonces, la sucesi�on de Picard
(7.6) converge cuandon tiende a in�nito a una funci�on y(x) quees soluci�on del PVI (7.1)
en I d.

Corolario 7.7 (Teorema local de existenciay unicidad)
Sea el PVI (7.1) con f lipschitziana de constanteK en R (7.2), y M = m�ax(x;y )2R jf (x; y)j.
Entonces, el PVI (7.1) tiene soluci�on �unica en el intervalo I d = f x : jx � x0j < d =
m��n(a;b=M ; 1=K )g, es decir existe una �unica funci�on y(x) tal que y0(x) = f (x; y(x)) e
y(x0) = y0.

Los teoremasanteriores son s�olo condicionessu�cientes. Por ejemplosi consideramosla
EDO lineal y0 = y sabemosque su soluci�on existe y es �unica en todo R (es la exponencial)
sin embargosi escogemosx 2 R cualquieray tomamosb > 0 cualquieratenemosf (x; y) = y,
luego f es lipschitziana con constante K = 1, M = b, y el teoremaanterior nos garantiza
s�olo la soluci�on en el intervalo I d = f x : jx � x0j < d = m��n(a;b=b;1=1) = 1g.

Como �ultimo ejemploveamosel casode la EDO y0 = 1 + y2 con y(0) = 0. En estecaso
la soluci�on esy = tan x de�nida s�olo en [0; � =2). Como f (x; y) = 1 + y2, entonces

jf (x; y) � f (x; z)j = y2 � z2 = jy + zjjy � zj:

Seax 2 R por ejemplo. Escojamos un valor cualquiera para y, digamosque jyj � b > 0.
EntoncesK = 2b y M = 1 + b2, por tanto d = m��n(a;b=M ; 1=K ) = m��n(a;b=(1 + b2); 1=b).
Ahora bien, m�axb=(1 + b2) = 1=2 y se alcanzaen b = 1, por lo que como mucho asegurar
que la soluci�on existe en el intervalo jxj < 1=2. N�oteseque en estecasoel teoremaes �util
puespara x > 1=2 no nosgarantiza la existenciade la soluci�on comoocurre en la pr�actica.

El procedimiento anterior esf�acilmente extensiblea sistemas.Para ello basta de�nir una
norma en RN y el valor absolutode un vector. Para este �ultimo podemosusar la de�nici�on
jY(x)j =

P N
k=1 jyk j. Si ahora usamos,por ejemplo, la norma

kYk =
NX

k=1

kykk;

entonceslasdemostracionesanterioresseadaptanperfectamente para el casogeneral.N�otese
quecon estaelecci�on setiene quesi jY(x)j � M entonceskYk � N M . Las correspondientes
demostracionessedejan comoejercicio.

7.1. Problemas

Problema 7.8 Prueba las propiedadesanteriorespara la norma kuk.

Problema 7.9 Sea la EDO y0 = x � y2 con y(0) = 0. Encuentra el intervalo dondesepuede
garantizar la existenciay unicidad de la soluci�on. Encuentra las tresprimeras aproximacio-
nesde la soluci�on.
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Problema 7.10 Prueba que la soluci�on de cada uno de los siguientesPVI existe en el
intervalo indicado

1. y0 = y2 + cosx2, y(0) = 0, x 2 [0; 1=2]

2. y0 = y3 + e� 5x , y(0) = 2=5, x 2 [0; 3=10]

3. y0 = x + y2, y(0) = 0, x 2 [0; 1=2]

Problema 7.11 Encuentra las tres primeras iteraciones de la sucesi�on de Picard para el
PVI y0 = y2 + ex , y(0) = 0.

Problema 7.12 Encuentra las cuatro primeras iteracionesde la sucesi�on de Picard para el
PVI y0 = 1 + y2, y(0) = 0. Comp�aralascon la soluci�on exacta.
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8. La transformada de Laplace

De�nici� on 8.1 Sea f una funci�on de�nida en [0; 1 ). La transformadade Laplace � [f ] o
F(t) es la transformadaintegral

F(t) = � [f ](t) =
Z 1

0
e� tx f (x)dx; (8.1)

dondela integral se entiendeen el sentido impropio, o sea
Z 1

0
e� tx f (x)dx = l��m

z!1

Z z

0
e� tx f (x)dx:

De�nici� on 8.2 Diremosqueuna funci�on f esdeordenexponencialsi existendosconstantes
no negativasc y M tales quejf (x)j � M ecx para todo x � 0.

Teorema 8.3 Si f esuna funci�on continua a trozosde orden exponencial entonces f tiene
transformadade Laplace para todo t su�cientemente grande.

En la siguiente tabla incluimosalgunasdelastransformadasdeLaplacem�ascomunesincluida
la de la funci�on escal�on � c(s) de�nida como1 si x 2 [0; c] y 0 en el resto.

f (x) F(t) = � [f ](t)

c
c
t

xn n!
tn+1

eax 1
t � a

, t > a

sen(ax)
a

t2 + a2

cos(ax)
t

t2 + a2

senh(ax)
a

t2 � a2
, t > a

cosh(ax)
t

t2 � a2
, t > a

x � 1=2

r
�
t

, t > 0

� c(x)
e� ct

t
, t > 0

Tabla 5: Transformadasde Laplacede algunasfunciones

Prop osici�on 8.4 Si F(t) = � [f ](t) entonces

1. � [f 0](t) = t � [f ](t)� f (0) = tF(t)� f (0) y en general � [f (n) ](t) = tnF(t)�
P n� 1

k=0 tk f (n� k� 1)(0)

2. � [eax f (x)]( t) = F(t � a)
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3. � [xf (x)]( t) = � F0(t) y en general, � [xn f (x)]( t) = (� 1)nF(n)(t).

4. � [� c(x)f (x � c)] = e� ctF(t).

5. De�nir emos la convoluci�on de dos funciones f y g como la funci�on h(x) = (f � g)(x)
de�nida por

(f � g)(x) =
Z x

0
f (x � z)g(z)dz: (8.2)

Entonces, � [(f � g)(x)]( t) = � [f (x)]( t) � � [g(x)]( t).

8.1. Problemas

Problema 8.5 Calcula las transformadasde Laplace de las funcionesde la tabla 8.

Problema 8.6 Calcula las transformadasdeLaplace delas funcionesx cos(! x) y x sen(! x).
Usandolo anterior encuentra la transformadade las funciones

t2

(t2 + ! 2)2
;

1
(t2 + ! 2)2

Problema 8.7 Usandolos resultadosdel problemaanterior encuentra, usandola transfor-
mada de Laplace la soluci�on de la EDO

y00+ ! 2y = f 0 sen(! x); y(0) = y0(0) = 0:

Problema 8.8 Usa la transformadade Laplace para resolverlas EDOs

1. y00� 5y0+ 4y = 0, y(0) = 1, y0(0) = 0,

2. y00� 4y0+ 4y = 0, y(0) = 0, y0(0) = 1,

3. y00+ y = xex , y(0) = y0(0) = 0,

4. y00+ 2y0+ 5y = 3e� x senx, y(0) = 0, y0(0) = 1,

5. y00+ 2y0+ y = [1 � � � =2(x)] sen(2x), y(0) = 1, y0(0) = 0,

6. y00+ 3y0+ 2y = � � =2(x)e3x, y(0) = 1, y0(0) = 1.

Resuelve los mismosproblemasusandolas t�ecnicasaprendidasen el cap��tulo 4.

Problema 8.9 La EDO xy00+ y0+ xy = 0, se conoce como ecuaci�on de Besselde orden 0.
Prueba quesi Y(t) es la transformadade Laplace de la soluci�on de esta EDO con y(0) = 1,
prueba queentonces Y satisface la EDO

(t2 + 1)Y0(t) + tY(t) = 0:

Prueba quela soluci�on de la EDO anterior se puede expresar en serie como

Y(t) = c
1X

n=0

(� 1)n (2n)!
22n(n!)2

1
t2n+1

:

A partir de lo anterior deduce la funci�on y(x) soluci�on de la EDO de Bessel.
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Problema 8.10 Usar la transformadadeLaplace para resolverlossiguientesPVI deSEDO:

Y 0 =
�

1 � 3
� 2 2

�
Y; Y(0) =

�
0
5

�
;

Y 0 =
�

1 4
1 1

�
Y +

�
1
1

�
ex ; Y(0) =

�
2
1

�
;

Y 0 =
�

3 � 2
2 � 2

�
Y +

�
1 � � � (x)

0

�
; Y(0) =

�
0
0

�
:

Resuelve los mismosproblemasusandolas t�ecnicasaprendidasen el cap��tulo 3.
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A. Anexo: C�alculo de primitiv as
De�nici� on A.1 Se dice que una funci�on F (x) es una primitiva de otra funci�on f (x) sobre un
intervalo (a; b) si para todo x de (a; b) se tiene queF 0(x) = f (x).

Por ejemplo, la funci�on F (x) = x2 esuna primitiv a de f (x) = 2x en todo R pues(x2)0 = 2x.

El siguiente teorema esuna consecuenciatrivial del teorema del valor medio de Lagrange.

Teorema A.2 Sean F1(x) y F2(x) dos primitivas de la funci�on f (x) en (a; b). Entonces, para todo
x de (a; b), F1(x) � F2(x) = const. Es decir dada una funci�on f (x) sus primitivas di�er en en una
constante (en adelantedenotaremospor C a una constante cualquiera).

De�nici� on A.3 El conjunto de todas las primitivas de una funci�on f (x) de�nida en (a; b) se

denomina integral inde�nida de f (x) y se denota por
Z

f (x) dx. De manera que, si F (x) es una

primitiva de f (x), Z
f (x) dx = F (x) + C (A.1)

Mediante una simple derivaci�on essencillo comprobar el siguiente

Teorema A.4 (Propiedadesde la integral inde�nida.)

1.
d

dx

� Z
f (x) dx

�
= f (x)

2.
Z

dF (x) = F (x) + C

3.
Z

[f (x) � g(x)] dx =
Z

f (x) dx �
Z

g(x) dx

4.
Z

[A � f (x)] dx = A
Z

f (x) dx

Teorema A.5 Tabla de In tegrales

1.
Z

0dx = C

2.
Z

1dx = x + C

3.
Z

x � dx =
x � +1

� + 1
+ C; 8� 2 R; � 6= � 1

4.
Z

1
x

dx = log jxj + C

5.
Z

ax dx =
ax

loga
+ C; a > 0; a 6= 1

6.
Z

senx dx = � cosx + C

7.
Z

cosx dx = senx + C

8.
Z

1
cos2 x

dx = tan x + C
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9.
Z

1
sen2 x

dx = � cotanx + C

10.
Z

1
p

1 � x2
dx =

�
arcsenx + C
� arccosx + C

11.
Z

1
1 + x2 dx =

�
arctan x + C
� arcctgx + C

12.
Z

1
p

x2 � 1
dx = log

�
�
�x +

p
x2 � 1

�
�
� + C

13.
Z

1
1 � x2 dx =

1
2

log

�
�
�
�
x + 1
x � 1

�
�
�
� + C

14.
Z

sinhx dx = coshx + C

15.
Z

coshx dx = sinhx + C

16.
Z

1

cosh2 x
dx = tanh x + C

17.
Z

1
sinh2 x

dx = coth x + C

A.1. M �eto dos de in tegraci�on.

A.1.1. In tegraci�on por cambio de variable.

Teorema A.6 Sea t = � (x) una funci�on derivableen x y sean X = (a; b) el dominio y T = � [(a; b)]
la imagen de � (x). Supongamosque sobre el conjunto T existe la primitiva de la funci�on g(t), o
sea, Z

g(t)dt = G(t) + C:

Entonces sobre todo el conjunto (a; b) la funci�on g[� (x)]� 0(x) tiene una primitiva y adem�as
Z

g[� (x)]� 0(x) dx = G[� (x)] + C:

Demostraci� on: Basta notar que (G[� (x)]) 0 = G0[� (x)]� 0(x) = g[� (x)]� 0(x).

Ejemplo A.7

a) Calcular
Z

cos(2x) dx. Como la integral no es de la tabla es necesarioconvertirla en una de la

tabla. Para ello hacemos:
Z

cos(2x) dx =
�

y = 2x
dy = 2dx

�
=

Z
cos(y)

dy
2

=
1
2

seny + C =
1
2

sen(2x) + C

b) Calcular
Z

ecosx senx dx. Como la integral no esde la tabla esnecesarioconvertirla en una de

la tabla:
Z

ecosx senx dx =
�

t = cosx
dt = � sendx

�
= �

Z
eydy = � ey + C = � ecosx + C
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A.1.2. In tegraci�on por partes.

Supongamos que las funciones u(x) y v(x) son derivables en un intervalo (a; b) y existe la
primitiv a de la funci�on v(x)u0(x) en (a; b). Entonces,sobre(a; b) existe la primitiv a de u(x)v0(x) y
secumple que Z

u(x)v0(x) dx = u(x)v(x) �
Z

v(x)u0(x) dx; (A.2)

o en forma diferencial Z
u(x)dv(x) = u(x)v(x) �

Z
v(x)du(x): (A.3)

Demostraci� on: Para probarlo es su�ciente notar que [u(x)v(x)]0 = u0(x)v(x) + u(x)v0(x) y la
propiedad 1 del teorema A.4.

Ejemplo A.8

a) Calcular
Z

xn logx dx. Como la integral no es de la tabla es necesarioconvertirla en una de la

tabla. Utilicemos la integraci�on por partes:
Z

xn logx dx =

(
u(x) = logx; du(x) = 1

x dx
dv(x) = xn dx; v(x) = xn +1

n+1

)

=
xn+1

n + 1
logx �

Z
xn

n + 1
dx =

=
xn+1

n + 1

�
logx �

1
n + 1

�
+ C

b) Calcular I =
Z

eax cosbxdx. Como la integral no esde la tabla esnecesarioconvertirla en una

de la tabla. Utilicemos la integraci�on por partes:

I =
Z

eax cosbxdx =
�

u(x) = eax ; du(x) = aeax dx
dv(x) = cosbxdx; v(x) = 1

b senbx

�
=

eax senbx
b

�
a
b

Z
eax senbxdx:

La integral
Z

eax senbxdx es de la misma forma que la original as�� que volveremos a aplicar

integraci�on por partes:
Z

eax senbxdx =
�

u(x) = eax ; du(x) = aeax dx
dv(x) = senbxdx; u(x) = � 1

b cosbx

�
= �

eax cosbx
b

+
a
b

Z
eax cosbxdx:

Juntando las dos f�ormulas anteriores concluimosque

I =
eax senbx

b
+

a
b2 eax cosbx �

a2

b2 I ;

de donde, resolviendola ecuaci�on respecto a I obtenemos:

I =
Z

eax cosbxdx =
bsenbx + a cosbx

a2 + b2 eax + C:

Algunas de las integralesque puedenser calculadasutilizando la integraci�on por partes son:

1. Las integrales donde aparezcanlas funciones logx, arcsenx, arccosx, log� (x), potencias
enteras de las funcionesanteriores, entre otras donde tendremos que escogercomo funci�on
u(x) a alguna de las funcionesanteriores (ver ejemplo a).

2. Las integrales
Z

(ax + b)n sencx dx,
Z

(ax + b)n coscx dx y
Z

(ax + b)n ecx dx. Donde para

encontrar las primitiv ashay queutilizar la f�ormula de integraci�on por partes n vecestomando
cada vez u(x) = (ax + b)n , u(x) = (ax + b)n� 1, ...., respectivamente.

3. Las integralesde la forma
Z

eax senbxdx,
Z

eax cosbxdx,
Z

sen(log x) dx y
Z

cos(logx) dx.

Para encontrar las primitiv as hay que denotar por I a cualquiera de las integralesanteriores,
aplicar dos vecesintegraci�on por partes y resolver la ecuaci�on resultante respecto a I (ver
ejemplo b).
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A.2. In tegraci�on de funciones racionales.

De�nici� on A.9 Dir emosque una funci�on racional f (x) =
Pn (x)
Qm (x)

es simple si el grado del poli-

nomio Pn (x) es menor que el del polinomio Qm (x), o sea, si n < m.

Si n > m entoncespodemosdividir los polinomios Pn (x) y Qm (x) de tal forma que

Pn (x)
Qm (x)

= pn� m (x) +
Rk (x)
Qm (x)

; donde k < m:

Teorema A.10 Supongamosque
Pn (x)
Qm (x)

es una fracci�on simple, y queel polinomio denominador

se puede factorizar de la siguiente forma

Qn(x) = (x � x1)n1 � � � (x � xp)np (x2 + p1x + q1)m1 � � � (x2 + pkx + qk )mk ; (A.4)

donde x1; :::; xp son las ra��ces reales de Qm (x), y los factores x2 + pi x + qi ; i = 1; ::; k no tienen

ra��cesreales.Entonces, la fracci�on simple
Pn (x)
Qm (x)

sepuede descomponer en las siguientesfracciones

elementales simples:

Pn (x)
Qm (x)

=
An1

(x � x1)n1
+

An1 � 1

(x � x1)n1 � 1 + � � � +
A1

(x � x1)
+ � � � +

+
Bnp

(x � xp)np
+

Bnp � 1

(x � xp)np � 1 + � � � +
B1

(x � xp)
+ � � � +

+
M m1 x + Nm1

(x2 + p1x + q1)m1
+ � � � +

M 1x + N1

(x2 + p1x + q1)
+ � � � +

+
L mk x + K mk

(x2 + pkx + qk )mk
+ � � � +

L 1x + K 1

(x2 + pkx + qk )
;

(A.5)

dondeA i , B i , M i , N i , L i y K i son ciertas constantesreales.

Para determinar dichas constantes sumamoslos t�erminosde la derecha. N�otesequeel denominador
com�un coincidecon (A.4) y el numerador esun polinomio de grado a lo sumon. Luegocomparamos
el polinomio numerador que se obtiene al sumar las fraccionesm�as simples en (A.5) con Pn (x).
Igualando los coe�cientes de ambos obtendremos un sistema de n ecuacionescon n inc�ognitas
que podemosresolver para encontrar los coe�cientes indeterminados A i , B i , M i , N i , L i y K i . No
obstante esposibleencontrar el coe�ciente An i de los sumandoscorrespondientes a uno de los ceros
realesx i , o sea,el An i de

An i

(x � x i )n i
+

An i � 1

(x � x i )n i � 1 + � � � +
A1

(x � x i )
;

utilizando la propiedad que

l��m
x! x i

Pn (x)(x � x i )n i

Qm (x)
= An i : (A.6)

Como consecuenciade lo anterior, si Qm (x) tiene m cerosrealesy simples,o sea,si su factorizaci�on
esde la forma

Qn (x) = (x � x1)(x � x2) � � � (x � xm� 1)(x � xm ); (A.7)

entonces,
Pn (x)
Qm (x)

sepuededescomponer en las fraccioneselementalessimples:

Pn (x)
Qm (x)

=
A1

(x � x1)
+

A2

(x � x2)
+ � � � +

Am� 1

(x � xm� 1)
+

Am

(x � xm )
; (A.8)
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donde A1,..., Am secalculan por la f�ormula

Ak = l��m
x! xk

Pn (x)(x � xk )
Qm (x)

; k = 1; 2; :::; m: (A.9)

Teorema A.11 (Primitivas de las fracciones simplesm�as elementales)7

1)
Z

A
x � a

dx = A log jx � aj + C;

2)
Z

B
(x � a)k dx =

B
1 � k

1
(x � a)k� 1 + C; k > 1;

3)
Z

M x + N
x2 + px + q

dx =
M
2

log jx2 + px + qj +
2N � M p
p

4q � p2
arctan

2x + p
p

4q � p2
+ C:

(A.10)

Ejemplo A.12

a) Calcular
Z

x
x2 � 3x + 2

dx. Primero encontraremos las fraccionessimplesmas elementales:

x
x2 � 3x + 2

=
x

(x � 1)(x � 2)
=

A
x � 1

+
B

x � 2
:

Luego, utilizando (A.9) obtenemos

A = l��m
x! 1

x(x � 1)
(x � 1)(x � 2)

= � 1; B = l��m
x! 2

x(x � 2)
(x � 1)(x � 2)

= 2:

Finalmente, utilizando (A.10) obtenemos
Z

x
x2 � 3x + 2

dx =
Z �

� 1
x � 1

+
2

x � 2

�
dx = � log jx � 1j + 2 log jx � 2j + C:

a) Calcular
Z

x
(x � 1)2(x2 + 1)

dx. Primero encontraremos las fraccionessimplesmas elementales:

x
(x � 1)2(x2 + 1)

=
A

(x � 1)2 +
B

x � 1
+

Cx + D
x2 + 1

=
A(x2 + 1) + B (x2 + 1)(x � 1) + (Cx + D )(x � 1)2

(x � 1)2(x2 + 1)
:

Para encontrar los coe�cientes A; B ; C; D igualamoslos polinomios de los numeradores:

x = A(x2 + 1) + B (x2 + 1)(x � 1) + (Cx + D )(x � 1)2:

Dos polinomios de grado 3 son igualessi los coe�cientes de las potenciasx3, x2, x y x0 son iguales,
por lo que igualando dichos coe�cientes obtenemosel sistemade ecuaciones:

x3 : B + C = 0
x2 : A � B � 2C + D = 0
x1 : B + C � 2D = 1
x0 : A � B + D = 0

cuya soluci�on es

A = 1
2

B = 0
C = 0
D = � 1

2

Tambi�en esposibleutilizar otra propiedad de los polinomios: dospolinomios de grado n que toman
n � 1 valoresigualesen n + 1 puntos dadosson id�enticamente iguales,esdecir, si Pn (xk ) = Qn (xk )
para ciertos x1; :::; xn+1 (distin tos entre si), entoncesPn (x) � Qn (x) para todo x 2 R. En nuestro

7Sesupone que x2 + px + q no tiene ra��cesreales.
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ejemplo es conveniente tomar como los xk los cerosde los polinomios denominadoresy luego el
resto de los valorestomarlos los m�as sencillosposibles:

x = 1 : A = 1
2

x = � 1 : 2A � 4B � 4C + 4D = � 1
x = 2 : 5A + 5B + 2C + D = 2
x = 0 : A � B + D = 0

cuya soluci�on es

A = 1
2

B = 0
C = 0
D = � 1

2

que coincide con la encontrada por el m�etodo anterior. Luego,
Z

x
(x � 1)2(x2 + 1)

dx =
1
2

Z �
1

(x � 1)2 �
1

x2 + 1

�
dx = �

1
2(x � 1)

�
1
2

arctan x + C:

A.3. In tegrales trigonom �etricas.

En este apartado vamosa estudiar las integrales de la forma
Z

f (senx; cosx) dx las cualesse

convierten en integralesracionalesmediante la sustituci�on trigonom�etrica t = tan x
2 ,

Z
f (senx; cosx) dx =

8
><

>:

t = tan x
2 dx =

2dt
1 + t2

senx =
2t

1 + t2 cosx =
1 � t2

1 + t2

9
>=

>;
=

Z
f

�
2t

1 + t2 ;
1 � t2

1 + t2

�
2

1 + t2 dt;

que esun integral de una funci�on racional.

Ejemplo A.13

Calcular la integral
Z

dx
senx

.

Z
dx

senx
=

(
t = tan x

2 dx = 2dt
1+ t2

senx = 2t
1+ t2 cosx = 1� t2

1+ t2

)

=
Z

dt
t

= log jtj + C = log
�
�
�tan

x
2

�
�
� + C:

Existen varios tip os de integrales trigonom�etricas que se pueden racionalizar con cambios m�as
sencillos.Ellas son las siguientes:

1.
Z

f (senx; cosx) dx, donde f (� senx; cosx) = � f (senx; cosx), cambio t = cosx

2.
Z

f (senx; cosx) dx, donde f (senx; � cosx) = � f (senx; cosx), cambio t = senx

3.
Z

f (senx; cosx) dx, donde f (� senx; � cosx) = f (senx; cosx), cambio t = tan x

Ejemplo A.14

a) Calcular la integral
Z

dx
senx

. Esta integral esdel tip o 1. Luego,

Z
dx

senx
=

(
t = cosx dx = � dtp

1� t2

senx =
p

1 � t2 cosx = t

)

= �
Z

dt
1 � t2 = �

1
2

log

�
�
�
�
1 + t
1 � t

�
�
�
�+ C = log

�
�
� tan

x
2

�
�
�+ C:

que coincide con el resultado obtenido al utilizar la sustituci�on t = tan x
2
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b) Calcular la integral
Z

cos3 x dx. Esta integral esdel tip o 2. Luego,

Z
cos3 x dx =

(
t = senx dx = dtp

1� t2

cosx =
p

1 � t2 senx = t

)

=
Z

1 � t2 dt = t �
1
3

t3+ C = senx �
sen3 x

3
+ C:

c) Calcular la integral
Z

tan3 x dx. Esta integral esdel tip o 3. Luego,

Z
tan3 x dx =

(
t = tan x dx = dt

1+ t2

cosx = 1p
1+ t2 senx = tp

1+ t2

)

=
Z

t3

1 + t2 dt =
Z �

t �
t

1 + t2

�
dt =

=
t2

2
�

1
2

log(1 + t2) + C =
tan2 x

2
�

1
2

log(1 + tan2 x) + C =
tan2 x

2
+ log j cosxj + C:

A.4. In tegrales irracionales.
En esteapartado vamosa estudiar las integralesdela forma

R
f (x;

p
x2 � a2) dx,

R
f (x;

p
a2 � x2) dx

y
R

f
�

x; n
q

ax+ b
cx+ d

�
dx.

A.4.1. Las in tegrales
Z

f (x;
p

x2 � a2) dx y
Z

f (x;
p

a2 � x2) dx.

Estas integrales irracionales seconvierten en integrales trigonom�etricas mediante los cambios:

1.
Z

f (x;
p

a2 � x2) dx, cambio x = a sent

2.
Z

f (x;
p

x2 � a2) dx, cambio x =
a

sent

3.
Z

f (x;
p

x2 + a2) dx, cambio x = a tan t

Ejemplo A.15

a) Calcular la integral
Z p

a2 � x2 dx. Esta integral esdel tip o 1. Luego,

Z p
a2 � x2 dx =

�
x = a sent
dx = a costdt

�
= a2

Z
cos2 tdt =

a2

2
t +

a2

4
sen2t + C;

pero, sen2t = 2sent cost = 2sent
p

1 � sen2 t = 2x
a2

p
a2 � x2, por tanto

Z p
a2 � x2 dx =

a2

2
arcsen

x
a

+
x
2

p
a2 � x2 + C:

b) Calcular la integral
Z p

x2 � a2 dx. Esta integral esdel tip o 2. Luego,

Z p
x2 � a2 dx =

8
<

:

x =
a

sent
dx = �

a cost
sen2 t

dt

9
=

;
= � a2

Z
cos2 t
sen3 t

dt =

(
y = cost dt = � dyp

1� y2

sent =
p

1 � y2 cost = y

)

= a2
Z

y2

(1� y2)2 dt =
a2

4

Z �
1

(1� y)2 �
1

(1� y)
+

1
(1+ y)2 �

1
(1+ y)

�
dt =

a2

4

�
2y

1� y2 + log

�
�
�
�
y� 1
y+ 1

�
�
�
�

�
+ C;
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pero, y = cost =
p

1 � sen2 t =
p

x2 � a2

x , por tanto

Z p
x2 � a2 dx =

x
2

p
x2 � a2�

a2

4
log

�
�
�
�
�
x �

p
x2 � a2

x +
p

x2 � a2

�
�
�
�
�
+ C =

x
2

p
x2 � a2�

a2

2
log

�
�
�x +

p
x2 � a2

�
�
�+ C:

c) Calcular la integral
Z p

x2 + a2 dx. Esta integral esdel tip o 3. Luego,

Z p
x2 + a2 dx =

(
x = a tan t

dx =
dt

cos2 t

)

= a2
Z

1
cos3 t

dt =

(
y = sent dt = dyp

1� y2

cost =
p

1 � y2 sent = y

)

= a2
Z

1
(1 � y2)2 dt =

a2

4

Z �
1

(1� y)2 +
1

(1� y)
+

1
(1+ y)2 +

1
(1+ y)

�
dt =

a2

4

�
2y

1� y2 + log

�
�
�
�
y + 1
y � 1

�
�
�
�

�
+ C;

pero, y = sent = tan tp
1+tan 2 t

= xp
x2+ a2 , por tanto

Z p
x2 + a2 dx =

x
2

p
x2 + a2+

a2

4
log

�
�
�
�
�
x +

p
x2 + a2

x �
p

x2 + a2

�
�
�
�
�
+ C =

x
2

p
x2 + a2+

a2

2
log

�
�
�x +

p
x2 + a2

�
�
�+ C:

A.4.2. Las in tegrales
Z

f

 

x; n

r
ax + b
cx + d

!

dx.

Las integralesdel tip o
Z

f

 

x; n

r
ax + b
cx + d

!

dx;

seracionalizan mediante el cambio t = n
q

ax+ b
cx+ d .

Ejemplo A.16

Calcular la integral
Z

dx
1 + 3

p
x + 1

. Esta integral seracionaliza con el cambio t = 3
p

x + 1. Luego,

Z
dx

1 + 3
p

x + 1
=

�
t = 3

p
x + 1

dx = 3t2dt

�
= 3

Z
t2d t
1 + t

= 3
Z

(t� 1)dt+3
Z

dt
t + 1

=
3
2

t(t� 2)+3 log(1+ t)+ C;

de donde, deshaciendoel cambio t = 3
p

x + 1, obtenemos

3
2

3
p

x + 1( 3
p

x + 1 � 2) + 3log(1 + 3
p

x + 1) + C:

El c�alculo de primitiv as esnecesariopara calcular integralesde�nidas de funcionescontinuas.

Teorema A.17 Teorema fundamental del c�alculo y F�ormula de Newton-Leibniz. Sea f : [a; b] 7! R
continua en [a; b]. Entonces f tiene primitiva en [a; b] y una de ellas es la funci�on

F (x) =
Z x

c
f (t) dt; c 2 (a; b): (A.11)

Adem�as, f (x) es integrable en [a; b] y

Z b

a
f (x) dx = �( x)

�
�
�
�
�

b

a

= �( b) � �( a); (A.12)

siendo �( x) una primitiva cualquiera de f (x).
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B. Anexo: �Algebra lineal

B.1. Sistemas lineales y matrices.
Diremos que un sistemade n ecuacionesy m inc�ognitas esun sistemalineal si dicho sistema

tiene la forma: 8
>>><

>>>:

a11x1 + a12x2 + a13x3 + � � � + a1mxm = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + � � � + a2mxm = b2
...

an1x1 + an2x2 + an3x3 + � � � + anm xm = bn

(B.1)

Una matriz dedimensionesn� m no esm�asqueuna \c aja rectangular" conn �las y m columnas.

El sistemade ecuaciones(B.1) est�a completamente caracterizadopor su matriz asociada que no
esm�asque la matriz en cuya �la i (i = 1; 2; :::; n) est�an colocadoslos coe�cientes aij (j = 1; 2; :::; m)
y el t�ermino independiente bi correspondientes a la i -�esimaecuaci�on del sistema(B.1). De estaforma
la matriz asociada al sistema(B.1) tendr�a la forma

0

B
B
B
@

a11 a12 a13 � � � a1m b1

a21 a22 a23 � � � a2m b2
...

...
...

. . .
...

...
an1 an2 an3 � � � anm bn

1

C
C
C
A

; (B.2)

y sedenomina matriz ampliada del sistema. A la matriz
0

B
B
B
@

a11 a12 a13 � � � a1m

a21 a22 a23 � � � a2m
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 � � � anm

1

C
C
C
A

; (B.3)

se le denomina matriz de coe�cientes del sistema.

Un sistemalineal de la forma (B.1) escompatible si existen los valoresde x1; x2; :::; xm tales que
secumplan todas y cadauna de las ecuacionesdel sistema(B.1). Si existen dichos valoresdiremos
queel sistematiene soluci�on. Si un sistemalineal de la forma (B.1) no tiene soluci�on decimosquees
un sistemaincompatible. Un sistemacompatible que tiene una �unica soluci�on sellama determinado
y si tiene in�nitas solucionesindeterminado.

Dossistemasdeecuacionessedenominanequivalentes si tienen el mismo conjunto desoluciones.

Un sistema de ecuacioneslineales se puede transformar en otro sistema equivalente mediante
las siguientes operacioneselementales:

1. Intercambiar dos ecuaciones.

2. Multiplicar por una constante no nula una ecuaci�on cualquiera.

3. Reemplazaruna ecuaci�on por la suma de �esta mas un m�ultiplo de cualquier otra ecuaci�on.

Dada la equivalenciade los sistemaslinealescon susmatrices asociadas(las matricesampliadas)
las operacionesanteriores tienen su an�alogo al operar con las matrices. De forma que a cada una
le corresponden las siguientes operacionespor �las

1. Intercambiar dos �las.

2. Multiplicar por una constante no nula una �la cualquiera.
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3. Reemplazaruna �la por la suma de �esta mas un m�ultiplo de cualquier otra �la.

Las operacionesanteriores sedenominan operacioneselementalesde �las .

Diremos que dos matrices son equivalentes por �las si a cualquiera de ellas la podemostrans-
formar en la otra utilizando s�olo operacioneselementales de �las. Es importante recordar que las
operacioneselementales de �las son reversiblesy por tanto las operacioneselementales descritasno
cambian la soluci�on del sistemaoriginal de ecuaciones.

B.2. Formas escalonadas y el algoritmo de reducci�on por �las.
En adelante diremos que una �la esuna �la no nula si tiene al menosun elemento diferente

decero.De�niremos elemento gu��a deuna �la al primer elemento (por la izquierda) no nulo dela �la.

Diremos que una matriz est�a en forma escalonada si:

1. Todas las �las no nulas est�an por encima de las nulas.

2. El elementogu��a de cada �la seencuentra siempreen una columna a la derecha del elemento
gu��a de la �la anterior.

3. Debajo de cada elemento gu��a s�olo puedehaber ceros.

Las matrices escalonadastienen t��picamente la forma:

0

B
B
B
B
@

� � � � � �
0 � � � � �
0 0 0 0 � �
0 0 0 0 0 �
0 0 0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

;

0

B
B
B
B
@

� � � � �
0 � � � �
0 0 � � �
0 0 0 � �
0 0 0 0 �

1

C
C
C
C
A

; (B.4)

donde denota a los elementos gu��as de cada �la. Si exigimos ahora que los elementos gu��as
seantodos iguales a 1, y que adem�as seanlos �unicos elementos diferentes de cero de la columna
entoncesdiremosquela matriz escalonadaest�a en forma reducida.Utilizando las formasescalonadas
anteriores (B.4) tenemosque suscorrespondientes formas reducidasson:

0

B
B
B
B
@

1 0 � � 0 0 �
0 1 � � 0 0 �
0 0 0 0 1 0 �
0 0 0 0 0 1 �
0 0 0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

;

0

B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 �
0 1 0 0 0 �
0 0 1 0 0 �
0 0 0 1 0 �
0 0 0 0 1 �

1

C
C
C
C
A

: (B.5)

Cualquier matriz puedeser transformada mediante transformacioneselementales de �la en una
matriz con forma escalonadano teniendo siempre�esta �ultima una forma �unica. Por el contrario las
formas escalonadasreducidasson �unicas, esdecir secumple el siguiente teorema:

Teorema B.1 Cualquier matriz es equivalentepor �las a una �unica matriz con forma escalonada
reducida.

Una consecuenciadel teorema anterior es que los elementos gu��as est�an siempre en la misma
posici�on en cualquiera de las formas escalonadasobtenidas de una matriz dada mediante trans-
formacioneselementales de �la. Dichas posicionesse denominan pivotes y las columnas donde se
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encuentran sedenominan columnas pivotes. As��, por ejemplo

pivote
#0

B
B
B
B
@

� � � � � �
0 � � � � �
0 0 0 0 � �
0 0 0 0 0 �
0 0 0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

:

" " " "
columnaspivote

(B.6)

Algoritmo de reducci�on por �las.

El algoritmo de reducci�on por �las consta de dos fases(partes). La primera consisteen trans-
formar una matriz cualquiera en una equivalente por �las con forma escalonada.Esta fase se le
denomina fase hacia abajo o subproceso hacia abajo. La segundaparte consisteen transformar la
forma escalonadaen la forma reducida. A la segundaparte se le denomina fase hacia arriba o
subproceso hacia arriba.

Para obtener la matriz en forma escalonadarealizamoslo siguiente:

Subpro ceso hacia aba jo. Este procesoconsta de cuatro pasos:

1. Secomienzapor la primera columna de la izquierda (generalmente esuna columna pivote) y
seseleccionaun elemento diferente de cero. Este ser�a el primer pivote.

2. Se coloca el elemento seleccionadoen el extremo superior izquierdo intercambiando, si es
preciso, las �las de la matriz hasta que dicho elemento seencuentre en la posici�on de pivote.

3. Utilizando las operacioneselementales de �las crear cerosdebajo del pivote.

4. Tapamos la �la (o �las si hay m�as de una) con la posici�on pivote creada en los pasosante-
riores (1-3) y aplicamoslos pasos1-3 a la submatriz que nos queda(constituida por las �las
restantes). Este pasoserepite hasta que no quedenm�as �las no nulas.

Para obtener la matriz en forma escalonadareducida a partir de la forma reducida obtenida me-
diante los pasos1-4 debemosrealizar lo siguiente:

Subpro ceso hacia arriba. Este procesoconsta del siguiente paso:

5. Comenzandopor el primer pivote de la derecha creamos,mediante operacioneselementales
de �las, cerosencima del mismo. Si el pivote no es uno dividimos por su valor para que lo sea.
Continuamosel procesohacia la izquierda hasta terminar con el primer pivote de la izquierda.

B.3. Soluci�on de un sistema de ecuaciones lineales.
La soluci�on de un sistemade ecuacioneslinealesla podemosencontrar a partir de la matriz

asociada al sistema. Para ello primero transformamos la matriz en una equivalente por �las que
tenga forma escalonadao escalonadareducida. Las variablescorrespondientes a las columnaspivote
sedenominanvariablesprincipaleso b�asicas. El resto de las variablessedenominanvariableslibres.
El signi�cado de una variable libre esque dicha variable puedetomar cualquier valor. La soluci�on
de un sistema viene dada al escribir el valor de las variables principales, las cualespueden venir
expresadasen funci�on de las variables libres.
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Por ejemplo, consideremosla matriz del sistema (B.6). Dicha matriz representa un sistemade
5 ecuacionescon 6 inc�ognitas. Las variables principales ser�an x1; x2; x5; x6 y las libres x3; x4. De
la forma de la matriz observamos que x5; x6 est�an completamente determinados por los t�erminos
independientes (recordar que la �ultima columna est�a compuestapor los t�erminos independientes
de las ecuaciones)pero x1; x2 dependentanto de los t�erminos independiente como de las variables
libres x3; x4. Es decir �jando diferentes valoresde x3; x4 obtenemosdiferentes valoresde x1; x2. Por
ejemplo, el sistema(x1 dependede la variable libre x3)

0

@
1 0 � 5 1
0 1 0 4
0 0 0 0

1

A tiene la soluci�on

8
<

:

x1 = 1 + 5x3

x2 = 4
x3 es libre

(B.7)

De todo lo anterior deducimosel siguiente teorema de existenciay unicidad:

Teorema B.2 Un sistemade ecuacioneslinealesen compatible si y s�olo si la primera columna de
la derecha de la matriz ampliada del sistema no es una columna pivote, o sea, no existe ninguna
�la de la forma (0 0 0 � � � 0 � ) con � diferente de cero. Si el sistema es compatible entonces tiene
soluci�on �unica (sistema compatible determinado) si no hay ninguna variable libre y tiene in�nitas
soluciones(sistema compatible indeterminado) si existe al menosuna variable libre.

Por ejemplo, los sistemas correspondientes a las dos matrices (B.4) son compatibles siendo
el correspondiente a la primera matriz indeterminado (tiene dos variables libres) y el segundo
determinado (no tiene variables libres). Por el contrario el sistemacorrespondiente a la matriz

0

B
B
B
B
@

� � � � � �
0 � � � � �
0 0 0 0 � �
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

; (B.8)

es incompatible al ser la �ultima columna una columna pivote, o lo que es igual, al tener la �la
(0 0 0 � � � 0 ) (recordar que denotaba al elemento gu��a que por de�nici�on esdiferente de cero).

B.4. Vectores y ecuaciones matriciales.

B.4.1. Vectores de Rn

Un vector de Rn no esm�as que un conjunto de n n�umerosordenadosde la forma

x =

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

; donde x1; :::; xn son n�umerosreales:

es decir un vector es una matriz de n � 1. Los valores x1; :::; xn se denominan coordenadas (o
componentes) del vector x. Diremos que dos vectores son iguales si todas sus componentes son
iguales,o sea

x = y ( )

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

y1

y2
...

yn

1

C
C
C
A

( ) x1 = y1; :::; xn = yn :

Llamaremosvector nulo 0 al vector cuyas componentes son todas igualesa cero.
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B.4.2. Op eraciones con vectores.

Seanx; y; z; w vectoresde Rn y �; � n�umerosreales.De�niremos la suma de dos vectores
x e y al vector z de Rn cuyas coordenadasson la suma de las coordenadasde x e y, o sea,

z = x + y =)

0

B
B
B
@

z1

z2
...

zn

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

+

0

B
B
B
@

y1

y2
...

yn

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

x1 + y1

x2 + y2
...

xn + yn

1

C
C
C
A

;

y de�niremos la multiplicaci�on de un vector x por un escalar(n�umero) � al vector w cuyas com-
ponentes seobtienen al multiplicar las componentes de x por � , o sea,

w = � x =)

0

B
B
B
@

w1

w2
...

wn

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

�x 1

�x 2
...

�x n

1

C
C
C
A

:

Dichas operacionescumplen las propiedades

1. x + y = y + x

2. (x + y) + z = x + (y + z)

3. x + 0 = 0 + x = x

4. x + (� x) = (� x) + x = 0 donde (� x) denota al vector (� 1) x

5. � (x + y) = �x + �y

6. (� + � )x = �x + � x

7. � (� x) = (�� )x

8. 1x = x

Diremos que un vector x de Rm es combinaci�on lineal de los vectoresa1; a2; :::; an de Rm con
pesos� 1; :::; � n , n�umerosreales,respectivamente si x seexpresade la forma

x = � 1a1 + � 2a2 + � � � + � nan :

De�niremos espacio generado por los vectores a1; a2; :::; an de Rm y lo denotaremos como
span(a1; :::; an ) = L(a1; :::; an ) al subespaciode Rm constituido por todos las combinaciones li-
nealesde los vectoresa1; a2; :::; an , esdecir, al conjunto de todos los vectoresde la forma

L(a1; :::; an ) = span(a1; :::; an ) = � 1a1 + � 2a2 + � � � + � n an ;

quienesquiera sean� 1; :::; � n n�umerosreales.

De�niremos una ecuaci�on vectorial a la ecuaci�on de la forma

x1a1 + x2a2 + � � � + xnan = b;

dondeb esun vector dado de Rm y x1; x2; :::; xn sonlas inc�ognitas quesequierenencontrar. Es f�acil
comprobar que la ecuaci�on vectorial anterior tiene la misma soluci�on que el sistemade ecuaciones
linealescuya matriz ampliada tiene la forma

[a1 a2 � � � an b]:

Adem�as b est�a en span(a1; :::; an ) si y s�olo si el sistema[a1 a2 � � � an b] escompatible.
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B.4.3. La ecuaci�on Ax = b.

SeaA una matriz m � n con columnasa1; a2; :::; an (vectoresde Rm ) y x un vector de Rn .
De�niremos la multiplicaci�on de una matriz A de m � n por un vector x de Rn al vector z de Rm

de�nido por

z = Ax = [a1 a2 � � � an ]

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

= x1a1 + x2a2 + � � � + xnan :

Teorema B.3 Sea A una matriz m� n con columnasa1; a2; :::; an y b un vector deRm . La ecuaci�on
matricial

A x = b

tiene la misma soluci�on que la ecuaci�on vectorial

x1a1 + x2a2 + � � � + xnan = b;

la cual a su vez tiene la misma soluci�on que el sistema cuya matriz ampliada tiene la forma

[a1 a2 � � � an b]:

Una consecuenciade este teorema es que la ecuaci�on A x = b tiene soluci�on si y s�olo si b es una
combinaci�on lineal de las columnasde A.

Teorema B.4 Sea A una matriz m� n con columnasa1; a2; :::; an . Las siguientestresa�rmaciones
son equivalentes:

1) Para todo b vector de Rm , la ecuaci�on A x = b tiene soluci�on.

2) Las columnas de A generan Rm , o sea, Rm = Span(a1; a2; :::; an ).

3) A tiene una posici�on pivote en cada �la.

Regla para el c�alculo de Ax . Para calcular la i � �esima componente del vector Ax (si �este
est�a de�nido) tenemosque sumar los productos de la i � �esima �la de A por las coordenadasde x,
o sea,

0

B
B
B
@

a11 a12 a13 � � � a1n

a21 a22 a23 � � � a2n
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 � � � amn

1

C
C
C
A

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

a11x1 + a12x2 + � � � + a1nxn

a21x1 + a22x2 + � � � + a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + � � � + amn xn

1

C
C
C
A

Teorema B.5 Sea A una matriz m � n con columnas a1; a2; :::; an , x, y vectores de Rn y � un
n�umero real cualquiera. Las siguientespropiedadesson v�alidas:

1) A (x + y) = A x + A y, 2) A(� x) = � (A x)
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B.4.4. Conjun to soluci�on de los sistemas lineales.

Todo sistema lineal de m ecuacionescon n inc�ognitas se puede escribir en forma matricial
A x = b donde la matriz de coe�cientes A es una matriz m � n, x es un vector de Rn y b es un
vector de Rm .

1. El sistema lineal A x = 0 se denomina sistema homog�eneo.Dicho sistema siempre tiene la
soluci�on trivial x = 0. Adem�as secumple que el sistema homog�eneotiene solucionesno tri-
viales si y s�olo si el sistematiene al menosuna variable libre, o seala matriz A tiene al menos
una columna que no espivote.

El conjunto soluci�on de un sistema homog�eneo se escribe como el conjunto de todas las
combinaciones lineales de ciertos vectores s1; s2; :::; sp cuyo n�umero coincide con el de las
variables libres del sistema.Para obtener los vectoress1; s2; :::; sp sepuedehacer lo siguiente:
1) Escribir el vector soluci�on x expresandolas variables principales en funci�on de las libres.
2) El vector s1 seobtiene del vector x anterior al sustituir la primera variable libre por 1 y las
dem�as por cero. El segundovector s2 seobtiene del vector x anterior al sustituir la segunda
variable libre por 1 y las dem�as por cero. Y as�� sucesivamente.
Por ejemplo si la soluci�on x de A x = 0 viene dada por (dos variables libres x2; x3)

0

@
3
2 x2 � 1

2 x3

x2

x3

1

A ; entonces

0

@
x1

x2

x3

1

A = x2

0

@
3
2

1
0

1

A

| {z }
s1

+ x3

0

@
� 1

2

0
1

1

A

| {z }
s2

2. El sistemalineal A x = b con b 6= 0 sedenomina sistemano homog�eneo.

Teorema B.6 Supongamos que A x = b tiene soluci�on para cierto b de Rm . Sea p una
soluci�on de A x = b (soluci�on particular). Entonces el conjunto soluci�on del sistema no
homog�eneo A x = b es el conjunto de todos los vectores de Rm de la forma

x = p + xh; (B.9)

dondexh es la soluci�on general del sistema homog�eneo correspondiente A xh = 0.

B.4.5. Dep endencia e indep endencia lineal.

Un conjunto de vectores a1; a2; :::; an de Rn se denomina linealmente independiente si la
ecuaci�on vectorial

x1a1 + x2a2 + � � � + xnan = 0;

tiene como �unica soluci�on la trivial x1 = � � � = xn = 0.

Un conjunto de vectoresa1; a2; :::; an sedenominalinealmente dependiente si existen los valores
x1; x2; � � � ; xn no todos igualesa cero tales que severi�que la ecuaci�on vectorial

x1a1 + x2a2 + � � � + xnan = 0:

Teorema B.7 Un conjunto S = f a1; a2; :::; apg de dos o m�as vectores es linealmente dependiente
si y s�olo si al menosuno de los vectores del conjunto es combinaci�on lineal de los dem�as.

Como consecuenciadel teorema anterior sededuceque:

1) Dos vectores a1 y a2 son linealmente dependientes si y s�olo si son proporcionales,es decir, si
existe un n�umero real � tal que a1 = �a 2 o a2 = �a 1.
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2) Si a1; a2; :::; an son vectores linealmente dependientes y a1 6= 0 entonces para cierto j > 1 el
vector aj escombinaci�on lineal de los anteriores, esdecir,

aj = x1a1 + x2 + a2 + � � � + x j � 1aj � 1:

NOTA: Esto no implica quesi tenemosun conjunto devectoreslinealmente dependientesa1; a2; :::; an

necesariamente cada vector escombinaci�on de los anteriores.

Teorema B.8 Un conjunto S = f a1; a2; :::; ang de dos o m�as vectores de Rm con n > m es
necesariamenteun conjunto linealmente dependiente.

Teorema B.9 Un conjunto S = f a1; a2; :::; an g de dos o m�as vectores de Rm con alguno de los
vectores ai = 0 (1 � i � n) es necesariamenteun conjunto de vectores linealmente dependientes,o
sea si algunode los vectoresdeS esel vector nulo entoncesS esun conjunto devectores linealmente
dependientes.

B.5. �Algebra de matrices.
Vamosa estudiar las operacioneselementales de las matrices. El elemento aij de una matriz

A esel que seencuentra situado en la intercepci�on de la �la i con la columna j :

columna j
#

�la i !

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

a11 a12 � � � a1j � � � a1n

a21 a22 � � � a2j � � � a2n
...

...
...

...
. . .

...
ai 1 ai 2 � � � aij � � � ain

...
...

...
...

. . .
...

am1 am2 � � � amj � � � amn

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

:
(B.10)

B.5.1. Suma de matrices y multiplicaci� on por un escalar.

SeanA = [a1 a2 � � � an ] y B = [b1 b2 � � � bn ] matricesdedimensionesm� n, dondea1; a2; :::; an

y b1; b2; :::; bn son vectoresde Rm . De�niremos la suma de dos matrices A y B a la matriz C cuyos
vectorescolumnas coinciden con la suma de los correspondientes vectorescolumnas de A y B , es
decir:

C = A + B = [a1 a2 � � � an ] + [b1 b2 � � � bn ] = [a1 + b1 a2 + b2 � � � an + bn ];

o en t�erminosde los elementos matriciales: C � jjcij jj = jjaij + bij jj . Sea� un n�umeroreal cualquiera
y A = [a1 a2 � � � an ] una matriz de m � n. De�niremos el producto de una matriz por un escalara
la matriz cuyas columnascoinciden con las de A multiplicadas por � , esdecir:

�A = � [a1 a2 � � � an ] = [�a 1 �a 2 � � � �a n ];

o bien � A � � jjaij jj = jj � aij jj .

Teorema B.10 Sean A, B y C matrices de m � n y �; � n�umeros reales. Entonces:

1. A + B = B + A.

2. (A + B ) + C = A + (B + C).

3. A + 0 = 0 + A = A, donde 0 � jj0jj es la matriz nula.

4. � (A + B ) = �A + �B .

5. (� + � )A = � A + � A.

6. � (� A) = (� � ) A.
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B.5.2. Multiplicaci� on de matrices.

SeaA = [a1 a2 � � � an ] matriz de m � n y B = [b1 b2 � � � bp] de n � p. Se de�ne la matriz
producto C = A � B a la matriz de m � p de�nida por:

A � B = A[b1 b2 � � � bp] = [Ab1 Ab2 � � � Abp]; (B.11)

o elemento a elemento:

jj (A � B ) ij jj =
nX

k=1

aik bkj :

N�oteseque cada columna de A � B esuna combinaci�on lineal de las columnasde A:

A � B = [Ab1 Ab2 � � � Abp] = [
nX

k=1

bk1ak

nX

k=1

bk2ak � � �
nX

k=1

bkpak ]:

Una interpretaci�on de la multiplicaci�on de matrices sepuededar a partir de la composici�on de las
aplicacioneslineales:SeaT : Rn � ! Rm una aplicaci�on lineal conmatriz A dem� n y S : Rp � ! Rn

una aplicaci�on lineal con matriz B de n � p, entoncesa la aplicaci�on Q : Rp � ! Rm de�nida por
Q(x) = T(S(x)) (composici�on de T y S) le corresponde la matriz A � B de m � p.

Teorema B.11 Sean A de m � n, B y C matrices de dimensiones apropiadas para que est�en
de�nidas las operaciones y �; � n�umeros reales. Entonces:

1. (A � B ) � C = A � (B � C).

2. A � 0 = 0 � A = 0, donde 0 � jj0jj es la matriz nula.

3. A � (B + C) = A � B + A � C.

4. (B + C) � A = B � A + C � A.

5. � (A � B ) = (� � A) � B .

6. I m � A = A � I n = A, donde I k es la matriz identidad de k � k.

Es importante recordar que la multiplicaci�on de matrices no es conmutativ a, es decir para cual-
quiera seanlas matrices A y B tenemosque A � B 6= B � A .

Si A es una matriz cuadrada n � n y k es un n�umero entero no negativo (k = 0; 1; 2; :::),
de�niremos la potencia k� �esimade A por la f�ormula

Ak = A � A � � � A| {z }
k veces

�I n ; donde A0 � I n :

B.5.3. Transp osici�on de matrices.

Dada una matriz A de m � n, la matriz transpuesta de A, que denotaremospor AT , es la
matriz de n � m cuyas �las coinciden con las columnasde A. Si A = jjaij jj , entoncesAT = jjaj i jj .

Teorema B.12 Sean A dem� n, B una matriz dedimensionesapropiadaspara queest�en de�nidas
las operaciones y � un n�umero real. Entonces:

1. (AT )T = A.

2. (A + B )T = AT + B T .

3. (� A)T = � AT .

4. (A � B )T = B T � AT .

Como consecuenciade este teorema tenemosque

(A1 � A2 � � � An )T = AT
n � AT

n� 1 � � � AT
1 :
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B.5.4. La inversa de una matriz cuadrada.

SeaA una matriz de n � n. Si existe una matriz C tal que

A � C = I n ; C � A = I n ;

entoncesa C sele denominamatriz inversade A y sele denota A � 1. Las matrices A para las cuales
existe la inversa A � 1 sedenominan invertibles. Si A es invertible entoncesA � 1 es �unica.

Teorema B.13 Sea A una matriz cuadrada de 2 � 2 invertible

A =
�

a b
c d

�
; entonces A � 1 =

1
ad � bc

�
d � b

� c a

�
:

El n�umero ad � bcse llama determinante de la matriz A de 2 � 2 y se le denota por detA. N�otese
que una matriz A de 2 � 2 tiene inversa si y s�olo si detA 6= 0.

Teorema B.14 Sea A una matriz cuadrada de n � n invertible. Entonces el sistema A x = b es
compatible determinado para cualquiera sea b vector de Rn , y su soluci�on seexpresapor la f�ormula
x = A � 1 b.

Teorema B.15 Sean A y B matrices cuadradasde n � n invertibles. Entonces:

1. (A � 1) � 1 = A.

2. (A � B ) � 1 = B � 1 � A � 1.

3. AT es invertible y (AT ) � 1 = (A � 1)T .

Como consecuenciade este teorema tenemosque

(A1 � A2 � � � An ) � 1 = A � 1
n � A � 1

n� 1 � � � A � 1
1 :

B.5.5. Matrices elementales.

Una matriz elemental de n � n esaquella que seobtiene al realizar una operaci�on elemental
de �las sobre la matriz identidad de n � n, es decir son las que se obtienen al intercambiar dos
�las, al multiplicar por una constante no nula una �la cualquiera y al reemplazar una �la por
la suma de �esta mas una combinaci�on lineal de cualquier otra. Por ejemplo, la matriz elemental
correspondiente al intercambio de la 1 y 2 �las de una matriz de 3 � 3 ser�a

E1 =

0

@
0 1 0
1 0 0
0 0 1

1

A ;

la que corresponde a cambiar la 3 �la por la 3 m�as � vecesla primera ser�a

E2 =

0

@
1 0 0
0 1 0
� 0 1

1

A ;

y la que multiplica la 2 �la por el n�umero � ser�a

E3 =

0

@
1 0 0
0 � 0
0 0 1

1

A :

Se puede comprobar que si multiplicamos la matriz E1 por una matriz cualquiera A de 3 � p la
matriz E1 � A coincide con la matriz que se obtiene a partir de A al intercambiar la 1 y 2 �las.
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An�alogamente, E2 � A coincidecon la matriz que seobtiene de A al cambiar la 3 �la por la 3 m�as �
vecesla 1 �la y E3 � A coincidecon la matriz queseobtiene al multiplicar por � la 2 �la. Es decir al
multiplicar una matriz elemental E de m � m por A de m � n seobtiene una nueva matriz E � A que
coincide con la matriz que sese obtiene al realizar la operaci�on elemental sobre A y dicha matriz
E seobtiene realizando sobre la matriz identidad I m de m � m la misma operaci�on elemental que
sequiere realizar sobreA. Puesto que todas las operacioneselementales son invertibles ello implica
que las matrices elementales son invertibles y la inversade E seobtiene realizando sobre la matriz
identidad I m la operaci�on inversa. Por ejemplo, la inversade E1 esE1. La inversa de E2 es

E � 1
2 =

0

@
1 0 0
0 1 0

� � 0 1

1

A ;

y la de E3 es

E � 1
3 =

0

B
@

1 0 0

0
1
�

0

0 0 1

1

C
A :

Teorema B.16 Una matriz cuadrada A de n � n es invertible si y s�olo si A es equivalente por
�las a la matriz identidad I n de n � n en cuyo caso toda secuencia de operacioneselementalesque
reducen A a I n , reducen I n a A � 1.

Ello implica que A � Ek � Ek� 1 � � � E1 � A = I n . Luego A = (Ek � Ek� 1 � � � E1) � 1 lo cual implica que
A � 1 = Ek � Ek� 1 � � � E1 � I n :

Como consecuenciade este teorema se tiene el siguiente algoritmo para calcular A � 1: Dada la
matriz A de n � n invertible:

1. Construimos la matriz [A I n ].

2. Reducimospor �las la matriz A a I n , entonces [A I n ] � [I n A � 1].

N�otese que encontrar la inversa de la matriz A equivale a encontrar una matriz B tal que
A � B = I , o sea,A[b1 � � � bn ] = [A b1 � � � A bn ] = [e1 � � � en ] = I n . Es decir esequivalente a resolver
las n ecuaciones

A b1 = e1; A b2 = e2; � � � A bn = en ;

donde e1; :::; en son las columnasde la matriz identidad.

Teorema B.17 (Teoremade inversi�on de matrices) Sea A una matriz cuadrada A de n � n. Las
siguientesexpresionesson equivalentes:

1. A es invertible.

2. A es equivalentepor �las a la matriz identidad I n de n � n. (A tiene n posicionespivote)

3. A es un producto de matrices elementales.

4. La ecuaci�on A x = 0 solo tiene la soluci�on trivial. (Las columnas de A son linealmente
independientes.)

5. La ecuaci�on A x = b tiene al menos una soluci�on para cada b vector de Rn , o sea, b es un
elementodel subespacio generado por las columnas de A (la soluci�on de A x = b es �unica).

6. Existe un C tal queA � C = I .

7. Existe un D tal que D � A = I .
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8. AT es invertible.

Una consecuenciade este teorema esque si A � B = I o B � A = I , entoncesA y B son invertibles
y A = B � 1, B = A � 1.

B.6. Determinan tes.

B.6.1. De�nici� on de determinan te de una matriz cuadrada.

SeaA una matriz cuadrada

columna j
#

�la i !

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

a11 a12 � � � a1j � 1 a1j a1j +1 � � � a1n

a21 a22 � � � a2j � 1 a2j a2j +1 � � � a2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
ai � 11 ai � 12 � � � ai � 1j � 1 ai � 1j ai � 1j +1 � � � ai � 1n

ai 1 ai 2 � � � aij � 1 aij aij +1 � � � ain

ai +11 ai +12 � � � ai +1 j � 1 ai +1 j ai +1 j +1 � � � ai +1 n
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
an1 an2 � � � anj � 1 anj anj +1 � � � ann

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:
(B.12)

Denotaremospor A ij a la submatriz que seobtiene a partir de A si quitamos la �la i y la columna
j , o sea

A ij =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

a11 a12 � � � a1j � 1 a1j +1 � � � a1n
...

...
. . .

...
...

. . .
...

ai � 11 ai � 12 � � � ai � 1j � 1 ai � 1j +1 � � � ai � 1n

ai +11 ai +12 � � � ai +1 j � 1 ai +1 j +1 � � � ai +1 n
...

...
. . .

...
. . .

...
...

an1 an2 � � � anj � 1 anj +1 � � � ann

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

SeaA una matriz n � n (n � 2). El determinante det A de la matriz A esla sumade los t�erminos
� a1j det A1j donde a1j son los elementos de la primera �la de A y A1j son las correspondientes
submatricesobtenidas eliminando la �la 1 y la columna j . M�as exactamente:

det A = a11 det A11 � a12 det A12 + � � � + a1n(� 1)n+1 det A1n ; (B.13)

donde suponemosque det a = a si a esun n�umero real cualquiera.

Utilizando la de�nici�on anterior obtenemospara una matriz 2 � 2 el resultado:

det A =

�
�
�
�

a11 a12

a21 a22

�
�
�
� = a11a22 � a21a12;

que coincide con el determinante de�nido en el cap��tulo anterior (teorema B.13).

Usualmente a la cantidad (� 1)i + j det A ij se le conoce como cofactor (o menor) asociado al
elemento aij . Utilizando esta notaci�on tenemosque la de�nici�on anterior sepuedereescribir de la
forma:

det A = a11C11 + a12C12 + � � � + a1nC1n ;

que seconoce como desarrollo del determinante de A por su primera �la.
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Teorema B.18 Si A es de n � n entonces:

det A = ai 1Ci 1 + ai 2Ci 2 + � � � + ain Cin :

det A = a1j C1j + a2j C2j + � � � + anj Cnj :

Las dos f�ormulas anteriores se conocen como desarrollo del determinante de A por su i � �esima�la
y desarrollo del determinante de A por su j � �esimacolumna, respectivamente.

Teorema B.19 Si A es una matriz triangular (inferior o superior) entonces det A es el producto
de los elementosde la diagonal, o sea, det A = a11 � a22 � � � ann �

B.6.2. Propiedades de los determinan tes.

Los dosteoremasqueenunciaremosa continuaci�on sonlos m�as importantes de esteapartado
y nos permitir�an calcular los determinantes de matrices de orden alto (n � 4) de manera e�ciente.

Teorema B.20 Sea A una matriz n � n. Sea B una matriz que se obtiene de A al realizar sobre
A alguna de las operaciones elementalesde �las y sea E la matriz elemental que realiza dicha
operaci�on. Por ejemplo,

1. Si E1 es la matriz que intercambia dos �las, la matriz B = E1 � A se obtiene al intercambiar
dos �las de A.

2. Si E2 es la matriz que multiplica por una constante r no nula una �la cualquiera, la matriz
B = E2 � A se obtiene al multiplicar por r la correspondiente �la de A.

3. Si E3 es la matriz que reemplazauna �la por la suma de �esta mas un m�ultiplo de cualquier
otra �la, la matriz B = E3 � A se obtiene al reemplazar una �la de A por la suma de �esta
mas un m�ultiplo de cualquier otra �la.

Entonces, det B = det(E � A) = � det A donde � =

8
<

:

� 1 si E es del tipo E1

r si E es del tipo E2

1 si E es del tipo E3

Adem�as, si

A = I es la matriz identidad y por tanto det I = 1, entonces det E = � , es decir el determinante
de cualquier matriz elemental vale o � 1 �o r �o 1 en dependencia si dicha matriz es del tipo E1, E2

o E3, respectivamente.

Como consecuenciadel teorema anterior tenemosque si una �la es m�ultiplo de un n�umero r
entonces tenemos:

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

a11 a12 � � � a1n
...

...
. . .

...
r ai 1 r ai 2 � � � r ain

...
...

. . .
...

an1 an2 � � � ann

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

= r

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

a11 a12 � � � a1n
...

...
. . .

...
ai 1 ai 2 � � � ain
...

...
. . .

...
an1 an2 � � � ann

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

En particular si una �la de A esnula, det A = 0 y si una �la de A esproporcional a otra det A = 0.

Teorema B.21 Sea A una matriz n � n y sea AT su traspuesta,entonces det A = det AT .

Este segundoteorema nospermite enunciar todos los apartados del teoremaanterior cambiando la
palabra �las por columnas.

Esconocido deapartadosanterioresquecualquier matriz A sepuede,mediante transformaciones
elementales, transformar enuna matriz triangular superior U (forma escalonada).Adem�assi resulta
que la matriz A tiene n �las pivote entoncesel determinante de A ser�a proporcional al det U. Luego,
si tenemosn �las pivote todos los pivotes son distintos de cero y det A 6= 0. Pero si A tiene n �las
pivote entoncesA esinvertible. Este razonamiento nos conduceal siguiente teorema.
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Teorema B.22 Una A n � n es invertible si y s�olo si det A es diferente de cero.

Teorema B.23 Sean A y B matrices n � n. Entonces det(A � B ) = (det A) � (det B ).

B.6.3. Regla de Kramer.

SeaA una matriz n � n y b un vector cualquiera de Rn . Denotaremospor A j (b) a la matriz
en la cual la j � �esimacolumna de A est�a reemplazadapor el vector b, esdecir si A y b son

A =

0

B
B
B
B
B
B
@

a11 � � � a1j � 1 a1j a1j +1 � � � a1n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

ai 1 � � � aij � 1 aij aij +1 � � � ain
...

. . .
...

...
. . .

...
...

an1 � � � anj � 1 anj anj +1 � � � ann

1

C
C
C
C
C
C
A

; b =

0

B
B
B
B
B
B
@

b1
...
bi
...

bn

1

C
C
C
C
C
C
A

;

entoncesA j (b) es la matriz

A j (b) =

0

B
B
B
B
B
B
@

a11 � � � a1j � 1 b1 a1j +1 � � � a1n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

ai 1 � � � aij � 1 bi aij +1 � � � ain
...

. . .
...

...
. . .

...
...

an1 � � � anj � 1 bn anj +1 � � � ann

1

C
C
C
C
C
C
A

:

Teorema B.24 Sea A matriz n � n invertible. Entonces para todo b de Rn el sistema
0

B
B
B
B
B
B
@

a11 � � � a1j � 1 a1j a1j +1 � � � a1n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

ai 1 � � � aij � 1 aij aij +1 � � � ain
...

. . .
...

...
. . .

...
...

an1 � � � anj � 1 anj anj +1 � � � ann

1

C
C
C
C
C
C
A

| {z }
A

0

B
B
B
B
B
B
@

x1
...

x i
...

xn

1

C
C
C
C
C
C
A

| {z }
x

=

0

B
B
B
B
B
B
@

b1
...
bi
...

bn

1

C
C
C
C
C
C
A

| {z }
b

;

es compatible y tiene una �unica soluci�on queviene dada por

x1 =
det A1(b)

det A
; x2 =

det A2(b)
det A

; � � � ; xn =
det An (b)

det A
:

Es importante tener en cuenta que estem�etodo es ine�ciente para calcular la soluci�on de sistemas
de m�as de 3 ecuacionespuesen el est�an involucradosdeterminantes. Es recomendableresolver los
sistemaspor el m�etodo de reducci�on de �las descrito en la primera parte del curso (ver Algoritmo
de reducci�on por �las ).

Finalmente, recordemosque \ invertir " una matriz esequivalente a resolver n sistemasde ecua-
cionesde la forma:

A b1 = e1; A b2 = e2; � � � A bn = en ;

dondee1; :::; en sonlascolumnasde la matriz identidad. Por tanto para calcular la j � �esimacolumna
de A � 1 tenemos que resolver el sistema A x = ej cuya soluci�on es, seg�un la regla de Kramer,

x1 =
det A1(ej )

det A
, � � �, xn =

det An (ej )
det A

, pero

det A1(ej ) = (� 1)1+ j det A j 1 = Cj 1; � � � ; det An (ej ) = (� 1)n+ j det A j n = Cj n ;
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luego la columna j de A � 1 es

1
det A

0

B
B
B
@

Cj 1

Cj 2
...

Cj n

1

C
C
C
A

:

Todo esto nos conduceal teorema

Teorema B.25 Sea A una matriz invertible n � n. Entonces

A � 1 =
1

det A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

C11 C21 � � � Cj 1 � � � Cn1

C12 C22 � � � Cj 2 � � � Cn2
...

...
. . .

...
. . .

...

C1i C2i � � � Cj i
. . . Cni

...
...

. . .
...

. . .
...

C1n C2n � � � Cj n � � � Cnn

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

donde Clm = (� 1)l+ m det A lm son los cofactores (menores) del elemento alm de la matriz A y
A lm es la submatriz que se obtiene al eliminar la �la l y la columna m de A. La matriz jjClm jj se
denomina matriz adjunta de A.

Es importante notar que este m�etodo es ine�ciente para calcular inversas (recurre a la regla de
Kramer que es ine�ciente es si misma) por lo que es recomendablepara encontrar A � 1 aplicar el
algoritmo descrito en el teorema B.16 del cap��tulo anterior.

Para concluir esta parte dedicadaa determinantes veamosuna propiedad interesante que satis-
facen los determinantes y que esconsecuenciade los teoremasB.18 y B.20:

SeaA = [a1 a2 � � � an ] una matriz de n � n con columnas a1; :::; an . De�namos la aplicaci�on
lineal:

T (x) = det([a1 � � � x � � � an ]) = det Ak (x); x de Rn ; k = 1; 2; :::; n:

La aplicaci�on anterior es lineal puespara todo � de R y x; y de Rn :

T (� x) = det([a1 � � � � x � � � an ]) = � det([a1 � � � x � � � an ]) = � T(x);

T(x + y) = det([a1 � � � x + y � � � an ]) = det([a1 � � � x � � � an ]) + det([a1 � � � y � � � an ]) =
= T(x) + T(y):

Esta propiedad seconoce como la multilinealidad del determinante

B.7. Espacios Vectoriales.
En esta secci�on vamos a de�nir los espaciosvectoriales que son la generalizaci�on de los es-

paciosRn ya estudiados.

B.7.1. De�nici� on y ejemplos.

SeaV un conjunto de elementos sobre el cual est�an de�nidas las operacionessuma \+" de
dos elementos x; y de V y multiplicaci�on \ �" de un escalar (n�umero real) � por un elemento de
V . Diremos que V esun espaciovectorial si secumplen las siguientes propiedades(axiomas): Sean
x; y; z elementos arbitrarios de V y �; � n�umerosreales.EntoncesV esun espaciovectorial si

1. Para todos x e y, vectores de V, el vector suma, w = x + y, tambi�en esun vector de V y se
cumple que:
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a) x + y = y + x

b) (x + y) + z = x + (y + z)

c) Existe un elemento \n ulo" de V , tal que x + 0 = 0 + x = x

d) Existe el elemento (� x) \opuesto" a x, tal que x + (� x) = (� x) + x = 0 donde (� x)
esvector opuestode x

2. Para todo x vector de V , el vector que se obtiene al multiplicar por un escalar,w = � � x,
tambi�en esun vector de V y secumple que:

a) � � (x + y) = � � x + � � y

b) (� + � ) � x = � � x + � � x

c) � � (� � x) = (�� ) � x

d) 1 � x = x

Ejemplos.
1.) El conjunto de los vectoresde Rn cuando la suma de dos vectoresy la multiplicaci�on por un
escalares la de�nida en la secci�on 2.
2.) El conjunto de las matrices m � n cuando la suma de dos matrices y la multiplicaci�on por un
escalares la de�nida en la secci�on 3. Dicho espaciolo denotaremospor Rm� n

3.) El conjunto de los polinomios de grado a lo sumo n, que denotaremospor Pn , o sea,

Pn = f pn(t) = a0 + a1 t + � � � + an tn ; a0; :::; an n�umerosreales.g;

donde de�niremos la suma de dos polinomios y la multiplicaci�on por un escalar de la siguiente
forma:

p(t) = a0 + a1 t + � � � + an tn ; q(x) = b0 + b1 t + � � � + bn tn ;

(p + q)( t) � p(t) + q(t) = (a0 + b0) + (a1 + b1)t + � � � + (an + bn )tn ;

(� � p)( t) � � p(t) = (�a 0) + (�a 1)t + � � � + (�a n )tn :

Adem�as, pn = 0, si y s�olo si a0 = a1 = � � � = an = 0. 4.) El conjunto de las funcionescontinuas en el
intervalo [a; b], quedenotaremospor C[a;b] , cuandola sumadedosfuncionesf y g y la multiplicaci�on
por un escalar� est�an dadaspor

(f + g)( t) � f (t) + g(t); (� � f )( t) � � � f (t):

B.7.2. Subespacios vectoriales.

SeaV un espaciovectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos de V esun subes-
pacio vectorial de V si H esa su vez un espaciovectorial respecto a las mismasoperacionessuma
\+" y multiplicaci�on \ �" que V.

Ejemplos.
1.) Dado un espaciovectorial V , son subespaciosvectoriales \triviales" los subespaciosH = f 0g
(conjunto que tiene como �unico elemento, el nulo) y H = V (el mismo espaciovectorial).
2.) Para V = C[a;b] , H = Pn esun subespaciovectorial, para cualquier n = 0; 1; 2; ::: entero.
3.) Para V = Pn , H = Pk esun subespaciovectorial para todo k < n.

Teorema B.26 Un subconjunto H de elementosde V es un subespacio vectorial de V si y s�olo si
se cumplen las siguientestres condiciones.

1. El elementonulo de V pertenece a H .

2. Para todos x e y, vectoresde H , el vector w = x + y tambi�en es un vector de H .
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3. Para todos x vector de H , el vector w = � � x tambi�en es un vector de H .

Teorema B.27 Dado un conjunto de vectores f v1; v2; :::; vpg de un espacio vectorial V , el conjun-
to span(v1; v2; :::; vp) es un subespacio vectorial de V . Dicho subespacio vectorial com�unmente se
denomina subespacio generado por los vectores v1; v2; :::; vp.

B.7.3. Conjun tos linealmen te indep endien tes. Bases.

Un conjunto de vectores v1; v2; :::; vp de un espacio vectorial V se denomina linealmente
independiente si la ecuaci�on vectorial

x1v1 + x2v2 + � � � + xpvp = 0;

tiene como �unica soluci�on la trivial x1 = � � � = xp = 0.

Un conjunto de vectoresv1; v2; :::; vp sedenomina linealmente dependiente si existen los valores
x1; x2; � � � ; xp no todos igualesa cero tales que severi�que la ecuaci�on vectorial

x1v1 + x2v2 + � � � + xpvp = 0:

Para estudiar la dependencia lineal de los vectores de V podemos utilizar los mismos teoremas
estudiadosen la secci�on 2 cambiando los espaciosRn por los correspondientes espaciosvectoriales
V . Por tanto las siguientes a�rmaciones son ciertas:

1. Un conjunto S = f v1; v2; :::; vpg de dos o m�as vectores es linealmente dependiente si y s�olo si
al menosuno de los vectores del conjunto es combinaci�on lineal de los dem�as.

2. Un conjunto S = f v1; v2; :::; vpg de dos o m�as vectores de V con alguno de los vectores
vi = 0 (1 � i � p) es necesariamente un conjunto de vectores linealmente dependientes, o
sea si alguno de los vectores de S es el vector nulo entonces S es un conjunto de vectores
linealmente dependientes.

3. Dos vectores v1 y v2 de V son linealmente dependientes si y s�olo si son proporcionales, es
decir, si existe un n�umero real � tal quev1 = �v 2 o v2 = �v 1

Teorema B.28 El conjunto de dos o m�as vectores v1; v2; :::; vp de V con v1 6= 0 es un conjunto
linealmente dependiente si y s�olo si para cierto j , 1 < j < p, el vector vj es combinaci�on lineal de
los anteriores, es decir,

vj = x1v1 + x2v2 + � � � + x j � 1vj � 1:

NOTA: Esto no implica quesi tenemosun conjunto devectoreslinealmente dependientesv1; v2; :::; vp

necesariamente cada vector escombinaci�on de los anteriores.

Los vectores linealmente independientes de un espaciovectorial juegan un papel fundamental
en el estudio de los sistemaslinealesgraciasa la siguiente de�nici�on

Dado un subespaciovectorial H del espaciovectorial V diremos que el conjunto de vectores
B = f b1; b2; :::; bpg de V esuna basede H si

i) B esun conjunto de vectoreslinealmente independientes

ii) H = Span(b1; b2; :::; bp), o sea,B generaa todo H .

En particular si H coincide con V, entoncesB esuna basede todo el espaciovectorial V .
Por ejemplo, si tomamos una matriz n � n invertible, entonces sus columnas a1; :::; an son li-

nealmente independientes y adem�as Rn = Span(a1; :::; an ). Por tanto B = a1; :::; an esuna basede
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Rn . En particular, si A = I n , la matriz identidad n � n, las columnase1; e2; :::; en de la misma son
una basede Rn la cual seconoce como basecan�onica de Rn .

Otro ejemplo lo constituye el conjunto de vectoresS = f 1; t; t2; :::; tn g del espaciovectorial Pn .
Es f�acil comprobar que dichos vectoresson linealmente independientes y que span(1; t; t 2; :::; tn ) =
Pn . S seconoce como la basecan�onica de Pn .

Teorema B.29 Sea S = f v1; v2; :::; vpg un conjunto de vectores de un espacio vectorial V y sea
H = Span(v1; v2; :::; vp) un subespacio de V .

i) Supongamosque un vector de S, digamos el vj , 1 � j � p, es combinaci�on lineal de los
restantes.Entonces si suprimimos a dicho vector vk del conjunto S, H no cambia, o sea,

H = Span(v1; :::; vk� 1; vk ; vk+1 ; :::; vp) = span(v1; :::; vk� 1; vk+1 ; :::; vp):

ii) Si H no es el espacio f 0g, entonces alg�un subconjunto de S es una basede H .

Este teorema nos dice que a partir de un conjunto de vectores que generanun espaciovectorial
siempre es posible \extraer" una base de dicho espacio vectorial. Por ejemplo, consideremosel
espaciogeneradopor los vectores

v1 =

0

@
1
0
0

1

A ; v2 =

0

@
1
1
0

1

A ; v3 =

0

@
2
1
0

1

A ; H = Span [v1; v2; v3] :

Es evidente que H = Span[v1; v2; v3] = span[v1; v2] puesel tercer vector es combinaci�on lineal de
los dos anteriores. Adem�as, S = f v1; v2; v3g no esuna basede H puesv1; v2; v3 no son linealmente
independientes. Sin embargo, el conjunto B = f v1; v2g que seobtiene al suprimir el tercer elemento
si que esuna basede H .

B.7.4. Sistemas de coordenadas.

Cuando estudiamos el espacio Rn (secci�on 2) de�nimos a los vectores de Rn mediante sus
coordenadas.Ello era evidente pues

x =

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

= x1

0

B
B
B
@

1
0
...
0

1

C
C
C
A

+ x2

0

B
B
B
@

0
1
...
0

1

C
C
C
A

+ � � � + xn

0

B
B
B
@

0
0
...
1

1

C
C
C
A

= x1e1 + � � � xnen :

Adem�as, es evidente que dado un vector x de Rn sus coordenadas,es decir los valores x1; :::; xn ,
son �unicos. El siguiente teorema generalizaesteresultado para cualquier espaciovectorial V .

Teorema B.30 Sea B = f b1; b2; :::; bn g una basedel espacio vectorial V . Entonces para todo x de
V existe un �unico conjunto de valores f � 1; :::; � n g tal que

x = � 1 b1 + � 2 b2 + � � � + � n bn :

Este teoremanospermite de�nir las coordenadasde un vector cualquierade un espaciovectorial V .

Supongamosque B = f b1; b2; :::; bn g esuna basedel espaciovectorial V . Denominaremoscoor-
denadasdel vector x de V en la baseB al conjunto de los valores f � 1; :::; � n g tales que

x = � 1 b1 + � 2 b2 + � � � + � n bn ;
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y lo denotaremospor

0

B
B
B
@

� 1

� 2
...

� n

1

C
C
C
A

B

o [x]B .

Consideremosnuevamente las coordenadasen Rn . Como vimos al principio de este apartado
los elementos de cualquier vector X de Rn coincidencon las coordenadasde dicho vector en la base
can�onica C = f e1; e2; :::; en g. Supongamosahora quepasamosa una nueva baseB = f b1; b2; :::; bn g.
Entonces

x = x1e1 + � � � + xnen = � 1b1 + � � � + � nbn = [b1 b2 � � � bn ]

0

B
B
B
@

� 1

� 2
...

� n

1

C
C
C
A

B

= PCB � [x]B ;

y por tanto, si las coordenadasde x en la base can�onica C son x1; :::; xn , la siguiente relaci�on
ser�a cierta:

[x]C = PCB � [x]B ;

donde PCB es la matriz de cambio de baseB en C que pasa las coordenadasde un vector en la
baseB a las escritasen C. N�oteseque las columnasde la matriz PCB coincidencon los vectoresde
la nueva baseescritos en la basecan�onica. Es evidente que la matriz PCB es invertible (to das sus
columnasson independientes y por tanto el det PCB 6= 0) por tanto la matriz inversa P � 1

CB ser�a la
matriz de cambio de basede basecan�onica a la baseB , o sea

[x]B = P � 1
CB � [x]C = PB C � [x]C :

B.7.5. La dimensi�on de un espacio vectorial.

Hemosvisto que cualquier espacioV con una basede n elementos esisomorfo a Rn . Resulta
que dicho n�umero n esuna propiedad intr��nsecade V, su dimensi�on.

Teorema B.31 Si un espacio vectorial V tiene una baseden vectoresB = f b1; b2; :::; bn g, entonces
cualquier conjunto con m�as de n vectores de V es linealmente dependiente.

Este teorema esuna generalizaci�on del teorema B.8.

Teorema B.32 Si un espacio vectorial V tiene una baseden vectoresB = f b1; b2; :::; bn g, entonces
cualquier otra basede V tendr�a que tener n vectores de V .

Un espaciovectorial esde dimensi�on �nita n si V est�a generadopor una basede n elementos,
es decir si V = Span(b1; :::; bn ), donde B = f b1; :::; bbg es una basede V y lo escribiremosde la
forma dim V = n. En el casoque V = f 0g seael espaciovectorial nulo, dimf 0g = 0. Si V no puede
ser generadopor una base�nita de vectores,entoncesdiremos que V esde dimensi�on in�nita y lo
denotaremospor dim V = 1 .

Por ejemplo, dim Rn = n, dim Pn = n + 1, dim C[a;b] = 1 .

Teorema B.33 Sea H un subespacio vectorial de un espacio vectorial de dimensi�on �nita V ,
(dim V = n < 1 ). Entonces todo conjunto de vectores linealmente independientesde H se puede
ampliar hasta convertirlo en una basede H . Adem�as dim H � dim V .

Teorema B.34 Sea V un espacio vectorial n-dimensional (dim V = n < 1 ) y sea S = f b1; b2; :::; bn g
un conjunto de exactamenten vectores. Entonces:

a) Si S es un conjunto de vectores linealmente independientes,S es una basede V.

b) Si S genera a todo V , es decir si V = Span(b1; b2; :::; bn ), S es una basede V.
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B.7.6. Cam bio de base.

SeaV un espaciovectorial dedimensi�on �nita n y seaB = f b1; b2; :::; bn g y D = f d1; d2; :::; dn g
dosbasesde V. Como D esuna basede V y los elementos de B sonelementos de V , �estossepodr�an
escribir en la baseD , o sea,

b1 = a11d1 + a12d2 + � � � + a1ndn ;
...

bk = ak1d1 + ak2d2 + � � � + akndn ;
...

b1 = an1d1 + an2d2 + � � � + ann dn :

=) b1 =

0

B
B
B
@

a11

a12
...

a1n

1

C
C
C
A

D

; � � � ; bn =

0

B
B
B
@

an1

an2
...

ann

1

C
C
C
A

D

:

Supongamosque las coordenadasde un vector x de V en la baseB son x1; x2; :::; xn y en la base
D son y1; y2; :::; yn , esdecir,

x = x1b1 + � � � + xnbn � ! [x]B =

0

B
@

x1
...

xn

1

C
A

B

; y x = y1d1 + � � � + yndn � ! [x]D =

0

B
@

y1
...

yn

1

C
A

D

;

Entonces tenemosque

[x]D = [x1b1 + � � � + xnbn ]D = x1[b1]D + � � � xn [bn ]D = ([b1]D [b2]D � � � [bn ]D )[x]B :

Es decir si conocemoscomo seexpresanlos vectoresde la baseB en la baseD podemosencontrar
la matriz de cambio de baseB en D , cuyas columnasa1; a2; :::; an no son m�as que las coordenadas
de los vectoresde la baseB escritos en la baseD . Por tanto tenemosque [x]D = PD B [x]B , o en
forma matricial 0

B
B
B
@

y1

y2
...

yn

1

C
C
C
A

D

=

0

B
B
B
@

a11 � � � ak1 � � � an1

a12 � � � ak2 � � � an2
...

a1n � � � akn � � � ann

1

C
C
C
A

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

B

:

Adem�as, PD B esuna matriz invertible (sus columnasson linealmente independientes), luegoexiste
la inversa P � 1

D B la cual es la matriz de cambio de baseD en B , o sea,

[x]B = P � 1
D B [x]D :

B.8. El problema de auto valores de una matriz.
SeaA una matriz de n � n. Denominaremosal vector x de Rn , autovector de A asociado al

autovalor � , al vector no nulo x 6= 0, tal que

A x = � x; x 6= 0: (B.14)

Es f�acil comprobar que si x esun autovector asociado al autovalor � , entoncesel sistema

(A � � I )x = 0; donde I es la matriz identidad n � n; (B.15)

tiene solucionesno triviales. Por tanto, dado un autovalor � de A, el conjunto de los autovectores
asociadosa � , que coincide con una basedel n�ucleo de A, esun subespaciovectorial de Rn . Dicho
espaciosedenomina autoespacio de A correspondiente al autovalor � . Es importante destacarque
conocido el autovalor � , encontrar el autoespacioconsisteen encontrar las solucionesde un sistema
homog�eneode ecuaciones,o sea,resolver (A � � I )x = 0.

Teorema B.35 Sea A una matriz triangular de n � n. Entonces los autovalores de A coinciden
con los elementosde la diagonal principal � = aii ; i = 1; 2; ::; n.



B ANEXO: �ALGEBRA LINEAL 103

Es importante destacar que las operacioneselementales de �las cambian los autovalores de una
matriz. Es decir si U es la forma escalonadade A los autovalores de A y U son, en general,
distintos.
Teorema B.17 (Teorema de inversi�on de matrices, conclusi�on.) SeaA una matriz cuadradaA de
n � n. Las siguientes expresionesson equivalentes:

1. A es invertible.

2. � = 0 no esun autovalor de A

El teorema anterior es evidente puessi � = 0 esautovalor de A, entoncesA x = 0 tiene que tener
solucionesno triviales y por tanto A no puedeser invertible.

Teorema B.36 Sea A una matriz de n � n que tiene p autovalores distintos � 1 6= � 2 6= � � � 6=
� p. Entonces los autovectores v1; v2; :::; vp asociados a los autovalores � 1; � 2; :::; � p son linealmente
independientes.

B.8.1. La ecuaci�on caracter ��stica.

>C�omocalcular losautovalores?La respuestaa estapregunta no esdif��cil pueslosautovalores
� son tales que el sistema (B.15), (A � � I )x = 0, tiene solucionesno triviales. Pero un sistema
homog�eneotiene solucionesno triviales si y s�olo si

det(A � � I ) = 0: (B.16)

La ecuaci�on anterior se denomina ecuaci�on caracter��stica de A. Lo anterior lo podemosresumir
como:

Un n�umero � esun autovalor de la matriz A de n � n si y s�olo si � satisfacela ecuaci�on carac-
ter��stica de A (B.16), det(A � � I ) = 0.

Es f�acil comprobar que la expresi�on det(A � � I ) = 0 esun polinomio de grado n en � . Por tanto
el polinomio pn (� ) = det(A � � I ) sedenomina polinomio caracter��stico de A y los autovaloresde
A ser�an las ra��cesde dicho polinomio. O sea,� esun autovalor de A si y s�olo si pn (� ) = 0.

Matrices similares. SeanA y B dos matrices n � n. Diremos que A es similar a B si existe
una matriz invertible P, tal que

A = P � B � P � 1; o B = P � 1 � A � P: (B.17)

Es evidente quesi A essimilar a B , B essimilar a A, para demostrarlo essu�ciente tomar Q = P � 1.
Por tanto diremos simplemente que las matrices A y B son similares si se cumple (B.17). La
transformaci�on que a cada matriz le hace corresponder otra similar, o sea,A � ! P � 1 � A � P, se
denomina transformaci�on de similitud.

Teorema B.37 Si las matrices A y B de n � n son similares, entonces tienen el mismo polinomio
caracter��stico y, por tanto, los mismos autovalores.

B.8.2. Diagonalizaci� on de matrices.

Una matriz A de n � n es diagonalizablesi A es similar a una matriz diagonal D , o sea,si
existe una matriz P invertible y otra D diagonal, tales que A = P � D � P � 1.

Teorema B.38 Una matriz A de n � n es diagonalizable si y s�olo si A tiene n autovectores
linealmente independientes. Si A = P � D � P � 1, donde D es diagonal y P invertible, entonces los
elementosde la diagonaldeD son los autovaloresdeA y las columnasdeP son los correspondientes
autovectores.
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Este teorema se puede reformular diciendo que A es diagonalizablesi y s�olo si sus autovectores
forman una basede Rn .

Algoritmo para diagonalizar una matriz A.

1. Encontrar los autovaloresde A resolviendola ecuaci�on (B.16).

2. Encontrar los autovectores linealmente independientes correspondientes a cada uno de los
autovalorescalculadosen el paso1. Si tenemosen total n autovectoreslinealmente indepen-
dientes entonces el teorema B.38 nos asegurar�a que nuestra matriz es diagonalizable, si no
hay n autovectoresindependientes entonces A no es diagonalizabley detenemosel proceso.
Si A esdiagonalizablecontinuamoscomo sigue.

3. Construimos la matriz P cuyasn columnassonlosn autovectoreslinealmente independientes.

4. Construimos la matriz diagonal D cuyos elementos de la diagonal coinciden con los autova-
lores de A. Es importante colocar en cada columna de D el autovalor asociado al autovector
de la correspondiente columna de P.

Es recomendablecomprobar que hemoscalculado correctamente P y D . Para ello comprobamos
que A � P = P � D .

Teorema B.39 (Condici�on su�ciente para queuna matriz sea diagonalizableI)
Si una matriz A de n � n tiene n autovalores distintos, entonces es diagonalizable.

Teorema B.40 (Condici�on su�ciente para queuna matriz sea diagonalizableII)
Sea A una matriz de n � n con p autovalores distintos � 1; � 2; :::; � p. Sea Bk ; k = 1; 2; :::; p una base
del correspondiente autoespacio asociado al autovalor � k y sea nk la dimensi�on dedicho autoespacio.
Construyamosel conjunto de vectores que contiene a todos los conjuntos B k , o sea

B = B1 [ B2 [ � � � [ Bp; dim(B ) = n1 + n2 + � � � + np:

Entonces B es un conjunto de vectores de Rn linealmente independientes.Adem�as, A es diagona-
lizable si y s�olo si dim(B ) = n, o sea, si B contiene exactamenten vectores.
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C. Anexo: Series de potencias
De�nici� on C.1 Dada una sucesi�on de n�umeros complejos (an)n y z0 2 C de�nir emosserie

1X

n=0

an (z � z0)n ; (C.1)

que denominaremosserie de potencias.

Como casosespecialesde las seriesde potenciastenemos:

1X

k=0

xk ;
1X

k=0

zk

k!
;

1X

k=1

zk

k
;

etc. Si la serie converge para todos los valores de z de cierto conjunto A � C, entonces podemos
de�nir la funci�on suma f (z) de la serie.

C.1. Propiedades de las series de potencias
Sin p�erdida de generalidadvamosa considerar las seriesdel potenciasdel tip o

1X

n=0

anzn ; (C.2)

esdecir, cuando z0 = 0. Obviamente si tenemosuna seriede potenciasdel tip o (C.1), la podemos
reducir a a la anterior (C.2) haciendoel cambio de variables � = z � z0 y viceversa.

Teorema C.2 Primer Teorema de Abel para las series de potencias

Sea la serie de potencias
1X

n=0

anzn , an ; z 2 C. Si la serie converge para cierto w 2 C, entonces la

serie converge absolutamentepara todo z 2 C con jzj < jwj.

La regi�on de convergenciade una seriede potenciassiempreson c��rculos en el plano complejo
que, en el casode las seriesde la forma (C.2) est�an centrados en el origen y en el de las series(C.1),
en z0 (ver la �gura 20). N�oteseque se obtiene una de la otra al hacer una traslaci�on en el plano

complejo del c��rculo mediante el vector z0. Adem�as, cualquiera seala seriede potencias
1X

n=0

anzn ,

an ; z 2 C, existe un n�umero real no negativo R � 0 �o R = + 1 tal que para todo z con jzj < R la
serieconvergey si jzj > R la seriediverge.Dicho n�umero sedenomina radio de convergencia de la
seriede potencias.

Consideremosahora en casoreal, es decir cuando (an )n es una sucesi�on de n�umeros realesy
z = x 2 R. En estecasohay que trasladar los resultadosa la recta real. El primer teoremade Abel
quedar��a entoncesde la siguiente forma

Teorema C.3 Sea la serie depotencias
1X

n=0

anxn , an ; x 2 R. Si la serie convergepara cierto r 2 R,

entonces absolutamentepara todo x 2 R con jxj < jr j.

A diferencia del caso complejo, en el caso real si se sabe la convergencia en alguno de los
extremos, sepuedesaber mucho m�as sobre la serie.

Teorema C.4 Sea la serie de potencias
1X

n=0

anxn , an ; x 2 R y R su radio de convergencia. En-

tonces, si la serie converge en x = R (x = � R), converge uniformemente en [0; R] ([� R; 0]).
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Figura 20: Regi�on de convergenciade las series
1X

n=0

anzn (izquierda) y
1X

n=0

an (z � z0)n (dere-

cha).

Teorema C.5 (Cauchy-Hadamard)

Dada una serie de potencias
1X

n=0

anxn , an ; x 2 R. EntoncesR = l��m
n!1

1
n
p

jan j
, si dicho l��mite existe.

Una condici�on su�ciente para que exista l��mn!1
n
p

jan j es que exista el l��mite l��mn!1 jan+1 =an j,
en cuyo caso

l��m
n!1

�
�
�
�
an+1

an

�
�
�
� = l��m

n!1
n
p

jan j; =) l��m
n!1

�
�
�
�

an

an+1

�
�
�
� = l��m

n!1

1
n
p

jan j
:

Para las seriesde potenciasen R tienen lugar las siguientes propiedades.

Teorema C.6 La funci�on f (x) =
1X

n=0

anxn es continua en (� R; R), siendo R el radio de conver-

gencia de la serie.

En otras palabras, toda serie de potencias con radio de convergenciano nulo de�ne una funci�on
continua.

Teorema C.7 Derivaci�on e integraci�on t�ermino a t�ermino de una serie de potencias real

Sea la serie de potencias f (x) =
1X

n=0

anxn , an ; x 2 R con radio de convergencia R > 0. Entonces

1. La serie se puede integrar t�ermino a t�ermino y la serie resultante tiene el mismo radio de
convergencia, o sea, se cumple que

Z x

0

1X

n=0

anxn =
1X

n=0

an

n + 1
xn+1 :

2. La serie se puede derivar t�ermino a t�ermino y la serie resultante tiene el mismo radio de
convergencia, o sea, se cumple que

 
1X

n=0

anxn

! 0

=
1X

n=0

nanxn� 1:
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Una consecuenciatrivial del �ultimo teorema es que una serie de potencias de�ne una funci�on
in�nitas vecesderivable en (� R; R).

Ejemplo C.8 Probar que la funci�on f (x) = ex =
1X

k=0

xk

k!
es continua y derivable en R y calcular

su derivada.

Que escontinua y derivable en R esevidente de los dosteoremasanteriores a tener, comoya hemos
calculado antes, radio de convergencia+ 1 . Para calcular la derivada usamosel teorema anterior,
as�� pues

f 0(x) =
d
dx

"
1X

k=0

xk

k!

#

=
1X

k=0

kxk� 1

k!
=

1X

k=1

xk� 1

(k � 1)!
= f (x):

Adem�as, f (0) = 1. La funci�on que cumple lo anterior es la funci�on ex .

Los teoremasanteriores permiten calcular un buen n�umero de series,por ejemplo

log(1 + x) =
1X

n=1

(� 1)n+1 xn

n
:

Para ello notamos que

1
1 + x

=
1

1 � (� x)
=

1X

n=0

(� x)n =
1X

n=0

(� 1)nxn :

Esta serieconvergeen (� 1; 1), as�� que integrando t�ermino a t�ermino tenemos

log(1 + t) =
Z t

0

1
1 + x

dx =
Z t

0

 
1X

n=0

(� 1)nxn

!

dx =
1X

n=0

(� 1)n tn+1

n + 1
=

1X

n=1

(� 1)n+1 tn

n
:

Funciones elemen tales del an�alisis.

ex =
1X

k=0

xk

k!
; x 2 R: (C.3)

senx =
1X

k=0

(� 1)kx2k+1

(2k + 1)!
; cosx =

1X

k=0

(� 1)kx2k

(2k)!
x 2 R: (C.4)

(1 + x) � = 1 +
1X

k=1

(� � )k

k!
xk ; x 2 (� 1; 1); (C.5)

en particular
1

1 � x
=

1X

k=0

xk ;
1

1 + x
=

1X

k=0

(� 1)kxk ; x 2 (� 1; 1): (C.6)

Aplicando la integraci�on t�ermino a t�ermino en [0; x] tenemos

log(1 + x) =
1X

n=1

(� 1)n+1 xn

n
: (C.7)

Usando (C.6) haciendoel cambio x por x2 obtenemos

1
1 + x2 =

1X

k=0

(� 1)kx2k ; x 2 (� 1; 1); (C.8)



C ANEXO: SERIES DE POTENCIAS 108

a partir de la cual, integrando t�ermino a t�ermino en [0; x] obtenemos

arctan x =
1X

n=0

(� 1)nx2n+1

2n + 1
; x 2 (� 1; 1): (C.9)

Escojamos ahora (C.5) con � = � 1
2 y cambiemosx por � x2, tenemos

1
p

1 � x2
=

1X

k=0

( 1
2)k

k!
xk ; x 2 (� 1; 1); (C.10)

de donde integrando t�ermino a t�ermino en [0; x] obtenemos

arcsenx =
1X

k=0

( 1
2)k

k!(2k + 1)
x2k+1 ; x 2 (� 1; 1); (C.11)


